Entwicklung eines hocheffizienten Lasersystems mit minimalen thermischen Effekten by Kahle, Martin

●✉t❛❝❤t❡r
✶✳ Pr♦❢✳ ❉r✳ ▼❛❧t❡ ❈✳ ❑❛❧✉③❛❀ ❋r✐❡❞r✐❝❤✲❙❝❤✐❧❧✐❡r✲❯♥✐✈❡rs✐tät ❏❡♥❛
✷✳ Pr♦❢ ❉r✳ ❯❧r✐❝❤ ❲✐ttr♦❝❦❀ ❋❛❝❤❤♦❝❤s❝❤✉❧❡ ▼ü♥st❡r
✸✳ Pr♦❢ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛s ❚ü♥♥❡r♠❛♥♥❀ ❋r❛✉♥❤♦❢❡r ■♥st✐t✉t ❢ür ❆♥❣❡✇❛♥❞t❡ ❖♣t✐❦ ❯♥❞ ❋❡✐♥✲
♠❡❝❤❛♥✐❦ ❏❡♥❛
❉❛t✉♠ ❞❡r ❉✐s♣✉t❛t✐♦♥✿ ✷✷✳✵✷✳✷✵✶✼
❙②♠❜♦❧✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
❙②♠❜♦❧ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ ❊✐♥❤❡✐t ❙❡✐t❡ ❡rst❡r ❊r✇ä❤♥✉♥❣
h P❧❛♥❝❦s❝❤❡s ❲✐r❦✉♥❣sq✉❛♥t✉♠ ❏s ✶✵
c ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ♠
s
✶✵
λ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠ ✶✵
E ❊♥❡r❣✐❡ ❏ ✶✵
ν ♦♣t✐s❝❤❡ ❋r❡q✉❡♥③ ❍③ ✶✵
QD ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✶✶
ηQ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✶✸
τ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r s ✶✹
k ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ❲
♠❑
✶✽
α ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t 1
❑
✶✾
dn
dT
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t 1
❑
✶✽
L ▲ä♥❣❡✱ ❉✐❝❦❡ ♠ ✶✾
Tˆ ❛❜s♦❧✉t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❑ ✶✾
n ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✶✾
χ ❡✛❡❦t✐✈❡r t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t 1
❑
✷✵
σ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ♠2 ✷✶
kB ❇♦❧t③♠❛♥♥✲❑♦♥st❛♥t❡ ❏❑ ✷✻
N ❆♥③❛❤❧ ✷✻
C ■♦♥❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥✱ ❉♦t✐❡r✉♥❣s❞✐❝❤t❡ 1
♠3
✷✽
P ♦♣t✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❲ ✷✽
γ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t 1
♠
✷✽
β ■♥✈❡rs✐♦♥ ✷✽
n1/2 ❇❡s❡t③✉♥❣❞✐❝❤t❡♥ 1♠3 ✷✾
φ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ 1
♠3
✸✵
t ❩❡✐t s ✸✵
I ♦♣t✐s❝❤❡ ■♥t❡♥s✐tät ❲
♠2
✸✶
w ●❛✉ss✲❘❛❞✐✉s ♠ ✸✶
r r❛❞✐❛❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠ ✸✶
z ❛①✐❛❧❡ ❑♦♦r❞✐♥❛t❡ ♠ ✸✶
zR ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡ ♠ ✸✷
M2 ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✸✷
✸
θ ❤❛❧❜❡r ❙tr❛❤❧ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ r❛❞ ✸✷
T ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✸✸
R ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ✸✸
g ❑❧❡✐♥s✐❣♥❛❧✈❡rstär❦✉♥❣ 1
♠
✸✸
ηP P✉♠♣❡✣③✐❡♥③ ✸✹
ηD ❉❡❢❡❦t❡✣③✐❡♥③ ✸✹
ηB, ηO Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ✸✹
V ❱❡r❧✉st❡ ✸✹
ηC ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ✸✹
f ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ♠ ✸✽
B ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❲
♠2sr
✹✶
A ❋❧ä❝❤❡ ♠2 ✹✶
G ❱❡rstär❦✉♥❣s❢❛❦t♦r ✹✹
Q˙ ❍❡✐③❧❡✐st✉♥❣✱ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ❲ ✹✺
ROC ❑rü♠♠✉♥❣sr❛❞✐✉s ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ♠ ✹✾
✹
■♥❤❛❧ts✈❡r③❡✐❝❤♥✐s
▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣ ✼
✶ ❉❡r ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ✶✵
✶✳✶ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s②st❡♠❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✳✶ ❉❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵
✶✳✶✳✷ ❉✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✸
✶✳✷ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s ▲❛s❡r✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✺
✶✳✸ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✽
✶✳✸✳✶ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆s♣❡❦t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✵
✶✳✸✳✷ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❆s♣❡❦t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✶
✶✳✹ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❨❜3+✿❈❛❋2 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✹✳✶ ❚❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✹
✶✳✹✳✷ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✉♥❞ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✶✳✹✳✸ ❊✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✶✳✺ ❉❡r ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✺✳✶ ❉✐❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✵
✶✳✺✳✷ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✶
✶✳✺✳✸ ❊♥❡r❣✐❡❦♦♥✈❡rs✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✶✳✻ ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✺
✶✳✻✳✶ ❉❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✻
✶✳✻✳✷ ❘ä✉♠❧✐❝❤❡s ▲♦❝❤❜r❡♥♥❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✷ ❉❡s✐❣♥❛✉s❢❡rt✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ✹✶
✷✳✶ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣q✉❡❧❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✶
✷✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✷✳✸ ❉❡r P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✷✳✹ ❘❛❞✐✉s ❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✷✳✺ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✷✳✻ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✷✳✼ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼
✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✺✾
✸✳✶ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦❡♥ ✉♥❞ ❱❛❦✉✉♠t❡✐❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✸✳✷ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✷
✸✳✸ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✺
✸✳✹ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✹✳✶ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼
✸✳✹✳✷ M2✲▼❡ss✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸
✸✳✹✳✸ ▼✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✸✳✹✳✹ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❧✉st❦❛♥ä❧❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✸✳✺ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷
✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦ ✽✻
▲✐t❡r❛t✉r✈❡r③❡✐❝❤♥✐s ✽✾
❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣s❧✐st❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻
❊❤r❡♥✇ört❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼
❉❛♥❦s❛❣✉♥❣ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✻
▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❩✐❡❧st❡❧❧✉♥❣
❙❡✐t ✈♦r ✺✻ ❏❛❤r❡♥ ❞❡r ❡rst❡ ✒▲❛s❡r✏ ✭▲✐❣❤t ❆♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❜② ❙ t✐♠✉❧❛t❡❞ ❊♠✐ss✐♦♥ ♦❢ ❘❛❞✐❛✲
t✐♦♥✮ ✈♦♥ ▼❛✐♠❛♥ ❬✹✽❪ ✈♦r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡✱ ❤❛t s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❡♥♦r♠❡ P❛❧❡tt❡ ✈♦♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡s❡s ♦♣t✐s❝❤❡ ❲❡r❦③❡✉❣ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡s❡ ✉♠❢❛sst ❞❛s ❙❝❤♥❡✐❞❡♥✱ ❇♦❤r❡♥✱ ❙❝❤✇❡✐ß❡♥
✉♥❞ ❛♥❞❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡❛r❜❡✐t✉♥❣❡♥ ❬✸✷❪✱ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥st❡❝❤♥✐❦ ❬✺✹✱ ✷❪✱ ❞✐❡ ❊r✲
③❡✉❣✉♥❣ ✈♦♥ ❘ö♥t❣❡♥✲ ❬✷✻❪✱ Pr♦t♦♥❡♥✲ ❬✷✼❪ ✉♥❞ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥str❛❤❧❡♥ ❬✹✻❪✱ ❈❤✐r✉r❣✐❡ ❬✽✻❪✱ ▼❡✲
❞✐③✐♥t❡❝❤♥✐❦ ❬✾❪✱ ▼❡sst❡❝❤♥✐❦ ❬✸✾❪ ✉♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ss♣❡✐❝❤❡r✉♥❣ ❬✺✵❪✳ ■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❞❡r
❆♥✇❡♥❞✉♥❣s❢❡❧❞❡r ✇✉r❞❡♥ ❞❛♠✐t ♥✐❝❤t ♥✉r ❡①✐st✐❡r❡♥❞❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ✈❡r❜❡ss❡rt✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❝❤
✈ö❧❧✐❣ ♥❡✉❡ ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ■♠ ❩✉❣❡ ❞✐❡s❡r ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❡r❤ö❤❡♥ s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆♥❢♦r✲
❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡ ▲❛s❡rs②st❡♠❡ ✐♠♠❡r ✇❡✐t❡r✳ ❋ür ❞✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤❡
❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦♥ ▲❛s❡r♥ s✐♥❞ ❑♦♠♣❛❦t❤❡✐t✱ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r✱ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐t✉♥❣✱ ❋♦❦✉ss✐❡r❜❛r❦❡✐t
❞❡r ❙tr❛❤❧✉♥❣✱ ❡✐♥ ❤♦❤❡r ❲✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ✉♥❞ ✢❡①✐❜❧❡ ❙tr❛❤❧❢ü❤r✉♥❣ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳
❉❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ▲❛s❡r ❢ür ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❜❡❛r❜❡✐t✉♥❣ ✇❛r ❞❡r ❈❖2✲▲❛s❡r ❬✺✻✱ ✷✸❪✱ ✇❡✐❧ ❡r ❛✉❝❤
❜❡✐ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣❡♥ ✐♠ ❦❲✲❇❡r❡✐❝❤ ♥❛❤❡③✉ ❜❡✉❣✉♥❣s❜❡❣r❡♥③t❡ ❙tr❛❤❧q✉❛❧✐tät ❛✉❢✇❡✐st✳
■♥ ❥ü♥❣❡r❡r ❩❡✐t ❣❡✇✐♥♥❡♥ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ✉♥❞ ❋❛s❡r❧❛s❡r ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❛♥
❇❡❞❡✉t✉♥❣✱ ✇❡✐❧ ♠✐t ✐❤♥❡♥ ❤ö❤❡r❡ ❊✣③✐❡♥③ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❢ü❤r✉♥❣ ❜❡✐ ✶➭♠ ❲❡❧✲
❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭✐♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉ ✶✵➭♠ ❜❡✐ ❈❖2✲▲❛s❡r♥✮ ♠✐t ▲✐❝❤t❧❡✐t❢❛s❡r♥ ♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✇❛s ✐♥
✐♥❞✉str✐❡❧❧ ❛✉t♦♠❛t✐s✐❡rt❡♥ Pr♦③❡ss❡♥ ❤♦❤❡ ❋❧❡①✐❜✐❧✐tät ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❉✐❡ ❦ür③❡r❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
✈❡r❡✐♥❢❛❝❤t ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❇❡❛r❜❡✐t❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ▼❡t❛❧❧❡♥✱ ✇❡✐❧ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♠ ✶➭♠ ❞❡r❡♥ ❆❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r ✐st ❬✺✻❪✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ❤❛❜❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ❞❛s P♦t❡♥t✐❛❧✱ ✇❡❣❡♥
✐❤r❡r ❦ür③❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❜❡ss❡r ❢♦❦✉ss✐❡r❜❛r❡ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳
❉✐❡s❡s P♦t❡♥t✐❛❧ ❦❛♥♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙tör✉♥❣❡♥ ❞❡s
❙tr❛❤❧♣r♦✜❧s ❣❡③✐❡❧t ❜❡s❡✐t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇❛s ❣❡r❛❞❡ ❜❡✐ ❍♦❝❤❧❡✐st✉♥❣s❧❛s❡r♥ ❡✐♥❡ ❣r♦ß❡
❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ✐♥ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❢ü❤r❡♥ ③✉ ✈❡rä♥❞❡rt❡♠
❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✈❡r❤❛❧t❡♥ ❬✹✸❪ ✉♥❞ ③✉ ❣❡stört❡♥ ❙tr❛❤❧♣r♦✜❧❡♥ ❞✉r❝❤ t❤❡r♠✐s❝❤❡
▲✐♥s❡♥ ✉♥❞ s♣❛♥♥✉♥❣s✐♥❞✉③✐❡rt❡ ❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ❬✼✸✱ ✷✶❪✳
❊s ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❙tör✉♥❣❡♥ ✐♥ ▲❛s❡r♥
❡♥t✇✐❝❦❡❧t✿ ❉✐❡ ✐♥ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✉r❝❤ ❛❞❛♣✲
t✐✈❡ ❙♣✐❡❣❡❧ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ ❛♥♣❛ss✉♥❣s❢ä❤✐❣❡ ❖♣t✐❦❡♥ ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❬✸✵❪✳ ❉✐❡ ●r❡♥③❡♥
❞✐❡s❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❧✐❡❣❡♥ ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❛♥♣❛ss✉♥❣s❢ä❤✐❣❡ ❖♣t✐❦❡♥ ♥✉r ❞✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡
❞❡s ❙②st❡♠s ✈❡rä♥❞❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❜❡rr❛t✐♦♥❡♥ ❤ö❤❡r❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤ ✐♥❞✉③✐❡rt❡
❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♠✐t ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❡♥s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ stör❡♥ ❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ✇❡✐t❡r❤✐♥✳
❑♦♠♣❧❡①❡r❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❖♣t✐❦❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ❆♥t❡✐❧❡ ❦♦rr✐❣✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ s✐♥❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥
s❡❤r ❛✉❢✇❡♥❞✐❣ ✉♥❞ ❜❡❣r❡♥③❡♥ ❞✐❡ P✉❧s❡♥❡r❣✐❡ ❜③✇✳ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs ❞✉r❝❤ ✐❤r❡ ❩❡rstör✲
s❝❤✇❡❧❧❡✳
✼
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ❆♥s❛t③ ③✉r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥ ✐st ❞✐❡ ❦r②♦❣❡♥❡ ❑ü❤❧✉♥❣
❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ③✉r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ s❡✐♥❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✿ ❉✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣
✈♦♥ ❑r✐st❛❧❧❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❑ü❤❧✉♥❣ ❡r❤ö❤❡♥✱ ❞❡r ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t ✉♥❞ ❞❡r
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❡♥❦❡♥✳ ❆❧❧ ❞✐❡s❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❞✐❡ t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐ ❨❆●✲▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧❡♥ ✐st ❞✐❡s❡
▼❡t❤♦❞❡ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ❬✻✼❪✳ ❉❛s P✉♠♣❦♦♥③❡♣t ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡rs ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐st ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ s♦
❛✉s❣❡❧❡❣t✱ ❞❛ss ③✉♠✐♥❞❡st ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡s ❦❡✐♥❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛✲
❞✐❡♥t❡♥ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞❛s ❣❡s❛♠t❡ P✉♠♣❣❡❜✐❡t ❣❧❡✐❝❤♠äß✐❣ ❜❡❧❡✉❝❤t❡t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤
❣❧❡✐❝❤♠äß✐❣ ❡r✇är♠t ✇✐r❞ ❬✷✾❪✳ ❆❧❧ ❞✐❡s❡ ▼❡t❤♦❞❡♥ ③✉r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥
❢✉♥❦t✐♦♥✐❡r❡♥ ♥✉r✱ s♦❧❛♥❣❡ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ♥✐❝❤t ③❡rstört✳ ❆✉ß❡r✲
❞❡♠ ❜❧❡✐❜❡♥ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✐♥✢üss❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ✇❡✐t❡r❤✐♥ ❜❡st❡❤❡♥✳
❯♠ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞✐❡s❡♥ ✐♠♠❡r ❦♦♠♣❧❡①❡r ✇❡r❞❡♥❞❡♥ ❚❡❝❤♥✐❦❡♥ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡✲
❡✐♥✢✉ss✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✇❡✐t❡r ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ♠✉ss ❞✐❡ Pr♦③❡ss✇är♠❡ s❡❧❜st r❡❞✉✲
③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ s✐♥❞ ❞✐❡ ❣rößt❡♥ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts
✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❤ö❤✉♥❣ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✳ ■♥ ❞✐❡s❡♥ P✉♥❦t❡♥ s✐♥❞ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡ ❨❜✲▲❛s❡r
❞❡♥ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❜❧✐t③❧❛♠♣❡♥❣❡♣✉♠♣t❡♥ ◆❞✲▲❛s❡r♥ ü❜❡r❧❡❣❡♥✿ ❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉✲
s❝❤❡♠❛ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ③✳❇✳ ❡①✐t❡❞ st❛t❡ ❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❬✺✻❪ ✉♥❞ ❡r❤ö❤t ❞❛♠✐t ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✳
❉✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛✉s ❉✐♦❞❡♥❧❛s❡r♥ ❤❛t ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ■♥t❡♥s✐tät ❜❡✐ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ s❝❤♠❛❧❡♠
❙♣❡❦tr✉♠ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❞❛♠✐t ❣❡③✐❡❧t ✐♥ ❞✐❡ ❨❜✲❆❜s♦r♣t✐♦♥s❜ä♥❞❡r ♣✉♠♣❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✈❡rr✐♥✲
❣❡rt ❞✐❡ ❤♦❤❡ P✉♠♣✐♥t❡♥s✐tät ❞✐❡ ◆❛❝❤t❡✐❧❡ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ❞❡r ❨❜✲▲❛s❡r✳
▲❡t③t❡♥❞❧✐❝❤ ❤❛❜❡♥ ❨❜✲▲❛s❡r ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❛❧s
◆❞✲▲❛s❡r✱ ✇❛s ❞✐❡ ❲är♠❡❡r③❡✉❣✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳
❉❛ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ❡t✇❛ ✾✪ ✐♥ ❍♦❝❤❧❡✐st✉♥❣s❧❛s❡r♥ ✈♦♥
♠❡❤r❡r❡♥ ❤✉♥❞❡rt ❲❛tt ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❡♥♦r♠❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞ ③✉r ❑ü❤❧✉♥❣ ❡r❢♦r❞❡rt✱ s✐♥❞
✇❡✐t❡r❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♥öt✐❣✱ ✉♠ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✐❡✲
s❡r ❆♥s❛t③ s❝❤♦♥ ✈❡r❢♦❧❣t ✇♦r❞❡♥ ✐st ❬✻✻✱ ✼✻❪✱ ✐st ✐♥ ❦❡✐♥❡♠ ❋❛❧❧ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❡r③❡✉❣t ❲är♠❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇♦r❞❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❜❡s❝❤rä♥❦t❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡
♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❉❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞❡r ▼❛❝❤❜❛r❦❡✐t ✈♦♥ ❣❡r✐♥❣❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡♥✳ ❉✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s
❣❡s❛♠t❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss❡s ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✭✐♥❦❧✉s✐✈❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥✮ ✉♥❞ ❞✐❡
❣❡♥❛✉❡♥ ❱❡r❧✉st♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ s✐♥❞ ✇❡♥✐❣ ❡r❢♦rs❝❤t✳
❉❡s❤❛❧❜ ✐st ❞❛s ❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t✱ ❡✐♥❡♥ ❤♦❝❤❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r
③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱ ❞❡r ❡✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❊✐♥ ❣❡❡✐❣✲
♥❡t❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❛❢ür ♠✉ss ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts
✐♠ ▼✐tt❡❧♣✉♥❦t st❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❢tr❡t❡♥❞❡♥ ❇❡s♦♥❞❡r❤❡✐t❡♥ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ s♦✇✐❡ ❞✐❡
❊r✇är♠✉♥❣s✲ ✉♥❞ ❱❡r❧✉st♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ s♦❧❧❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳
❉❛③✉ ✇❡r❞❡♥ ✐♠ ❡rst❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ü❜❡r ❞❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ✉♥❞
s❡✐♥❡ ❱❡r❧✉st♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❛♥❣❡st❡❧❧t✳ ❲ä❤r❡♥❞❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❡r❛r❜❡✐t❡t ✉♥❞ ❡✐♥ ♣❛ss❡♥❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❢ür ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t
❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❉❡s✐❣♥❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞❡♥ ▲❛s❡r ❣❡st❡❧❧t✱ ♠✐t ❞❡r❡♥ ❍✐❧❢❡
❡✐♥ P✉♠♣❦♦♥③❡♣t ✉♥❞ ❡✐♥ ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇❡r❞❡♥✳
✽
❉✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❋❡st❧❡❣✉♥❣ ❞❡r ❉❡s✐❣♥♣❛r❛♠❡t❡r ♥öt✐❣❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥
✐♠ ③✇❡✐t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❛✉s❣❡❢ü❤rt✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥ ❞♦rt ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ❣❡③❡✐❣t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s
s♣❡❦tr❛❧❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ✉♥❞ ❞❛s t❤❡r♠✐s❝❤❡ s♦✇✐❡ ❞❛s t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s
▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠s ✈♦r❤❡rs❛❣❡♥✳
■♠ ❞r✐tt❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❲❡✐t❡r❤✐♥ ✇❡r❞❡♥
❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ▲❛s❡r✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ♣räs❡♥t✐❡rt✱ ❡r❦❧ärt ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♥ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❛✉s
❑❛♣✐t❡❧ ③✇❡✐ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥✳ ❩✉ ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❣❡❤ört ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✼✽✪ ♦♣t✐s❝❤❡r
❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐t✉♥❣ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✳ ❉✐❡s❡ ❊✣③✐❡♥③ ✐st ❤ö❤❡r
❛❧s ❛❧❧❡ ❜✐s❤❡r ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❨❜✲❞♦t✐❡rt❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇❡r❞❡♥
❤✐❡r ❞✐❡ ❱❡r❧✉st♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ✉♥❞ ❊r✇är♠✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt✱ ❜❡✈♦r ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❑❛♣✐t❡❧
❞✐❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡ ❋♦rs❝❤✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst ✉♥❞ ❡✐♥ ❆✉s❜❧✐❝❦ ❛✉❢ ✇❡✐t❡r❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❯♥t❡rs✉✲
❝❤✉♥❣❡♥ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳
✾
✶ ❉❡r ▲❛s❡r♣r♦③❡ss
✶✳✶ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s②st❡♠❡
❍✐❡r ✇❡r❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s②st❡♠❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ s✐❝❤ ▲❛s❡r r❡❛❧✐s✐❡✲
r❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❡r❢♦❧❣t ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥ ❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪✱ ❦♦♥③❡♥tr✐❡rt s✐❝❤ ❛❜❡r
❛✉❢ ❞✐❡ ❆s♣❡❦t❡✱ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈♦♥ ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s✐♥❞✳
❉❛s s✐♥❞ ✐♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✉♥❞ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✳ ❲ä❤r❡♥❞❞❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥
❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡r❛r❜❡✐t❡t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞ ❞❛s ▲❛s❡r❞❡s✐❣♥ ❡r❢ü❧❧❡♥ ♠üss❡♥✱ ❞❛✲
♠✐t ❡✐♥ ❤♦❝❤❡✣③✐❡♥t❡r✱ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡r ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❇❡❧❛st✉♥❣
r❡❛❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
■♠ ❞❡♥ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❦♦♥❦r❡t❡ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥t❡r✲
s✉❝❤t ✉♥❞ ❣❡♠äß ❞❡r ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✳ ❩✉♠
❆❜s❝❤❧✉ss ❞❡s ❑❛♣✐t❡❧s ✇❡r❞❡♥ ③❡♥tr❛❧❡ P✉♥❦t❡ ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ❞❡r ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❆✉s ❞❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥❡♥ ❑❡♥♥t♥✐ss❡♥ ✉♥❞ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❡✐♥ ❣❡❡✐❣♥❡t❡s ❉❡s✐❣♥
❢ür ❡✐♥❡♥ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡♥✱ ❤♦❝❤❡✣③✐❡♥t❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ❡r❛r❜❡✐t❡t✳
✶✳✶✳✶ ❉❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t
❉❛♠✐t ❡✐♥ ▲❛s❡r ❛r❜❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❜r❛✉❝❤t ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❛❦t✐✈❡ ■♦♥❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥
♠✐♥❞❡st❡♥s ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉stä♥❞❡ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥❡♥ ❡✐♥ ▲❛s❡r✲
ü❜❡r❣❛♥❣ st❛tt✜♥❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❡✐♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲
❙②st❡♠ s❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶ ❧✐♥❦s ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✐st✳ ❉❡r ▲❛s❡rü❜❡r❣❛♥❣ ✜♥❞❡t ③✇✐s❝❤❡♥
❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡♥ ✸ ✉♥❞ ✷ st❛tt ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ P❤♦t♦♥s EPhoton ✐st ❣❡♥❛✉ ❞✐❡
❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❩✉stä♥❞❡✿
EPhoton = E3 − E2 = h · ν = h · c
λ
✭✶✳✶✮
❉✐❡ ❋r❡q✉❡♥③ ❞❡s P❤♦t♦♥s ν ❧ässt s✐❝❤ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ✉♥❞ ❞❡♠ P❧❛♥❝❦✲
s❝❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❛♥t✉♠ h ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ P❤♦t♦♥s λ ❡r❣✐❜t
s✐❝❤ ❞❛♥♥ ♠✐t ❑❡♥♥t♥✐s ❞❡r ▲✐❝❤t❣❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t c✳ ❉❛♠✐t ❞❛s ■♦♥ ❞✐❡s❡♥ ▲❛s❡rü❜❡r❣❛♥❣
✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ❦❛♥♥✱ ♠✉ss ❡s ③✉♥ä❝❤st ❊♥❡r❣✐❡ ❛✉❢♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s P✉♠♣❡♥✳
❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r ✇❡r❞❡♥ ❢❛st ❛✉s♥❛❤♠s❧♦s ✈♦♥ ❇❧✐t③❧❛♠♣❡♥✱ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡♥ ▲❛s❡r♥
❛✉❢ ♦♣t✐s❝❤❡♠❲❡❣❡ ❣❡♣✉♠♣t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐r❞ ❞❛s ❊❧❡❦tr♦♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s P✉♠♣❧✐❝❤t ❛✉s ❞❡♠ ●r✉♥❞✲
♥✐✈❡❛✉ E1 ❛✉❢ ❡✐♥ ❤ö❤❡r❡s ◆✐✈❡❛✉✱ ❤✐❡r E4✱ ❜❡❢ör❞❡rt✳ ❉❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦♥ E4 ♥❛❝❤ E3 ♠✉ss
s♣♦♥t❛♥ ✉♥❞ s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❧s ❞❡r P✉♠♣♣r♦③❡ss ❡r❢♦❧❣❡♥✳ ❉❛♥♥ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ♠❡❤r❡r❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥
✶✵
E1
E2
E3
E4
Pumpe
Laser
Pumpe
Pumpe
Laser
Laser
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶✿ ▲❛s❡r✲◆✐✈❡❛✉s②st❡♠❡✿ ❧✐♥❦s✿ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❀ ♠✐tt❡✿ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❀
r❡❝❤ts✿ ✐♥✈❡rs❡s ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠✳ ❉✉r❝❤❣❡③♦❣❡♥❡ P❢❡✐❧❡ s②♠❜♦❧✐s✐❡r❡♥ ♦♣t✐✲
s❝❤❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡✱ ✉♥t❡r❜r♦❝❤❡♥❡ P❢❡✐❧❡ s②♠❜♦❧✐s✐❡r❡♥ str❛❤❧✉♥❣s❧♦s❡ Ü❜❡r❣ä♥✲
❣❡✳
✐♥ ❞❡♥ ■♦♥❡♥ ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠s ❛✉❢ ❞❡♠ ◆✐✈❡❛✉ E3 s❛♠♠❡❧♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡
❧❛♥❣❧❡❜✐❣ s❡✐♥ ♠✉ss✳ ❉✉r❝❤ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡s❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛❜❣❡r❡❣t ✇❡r❞❡♥✱
❜❡✈♦r s✐❡ ✇✐❡❞❡r s❝❤♥❡❧❧ ✉♥❞ s♣♦♥t❛♥ ✈♦♥ E2 ♥❛❝❤ E1 r❡❧❛①✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐✲
♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♣❛ss✐❡rt ♥✉r ✐♠ ❋❛❧❧❡ ✈♦♥ ❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥✱ ✇❡♥♥ ❛❧s♦ ♠❡❤r
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❛❧s ❛✉❢ ❞❡♠ ✉♥t❡r❡♥ s✐♥❞✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ st✐♠✉❧✐❡rt❡♥ Ü❜❡r✲
❣❛♥❣s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❆♥✲ ❜③✇✳ ❆❜r❡❣✉♥❣ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ß s✐♥❞ ✭❢ür ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ❍❡r❧❡✐t✉♥❣
❞❡r ❊✐♥st❡✐♥❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ s✐❡❤❡ ❬✹✵❪✮✳ ❉❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡ EP ❞❡s P✉♠♣♣❤♦t♦♥s✱
❞❡r ♥✐❝❤t ✐♠ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ ✐st✱ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t QD ♦❞❡r ❙t♦❦❡s✲
❱❡rs❝❤✐❡❜✉♥❣✿
QD =
EP − EL
EP
=
h · νP − h · νL
h · νP =
λL − λP
λL
, ✭✶✳✷✮
✇♦❜❡✐ P/L ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ■♥❞✐③❡s ❢ür P✉♠♣✲ ❜③✇✳ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥ ❞❛rst❡❧❧❡♥✳ ■♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ✇✐r❞ ❥❡
♥❛❝❤ ❲❡r❦ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t❡♥ P❤♦t♦♥❡♥ ♦❞❡r ❞❡r❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❛♥ ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s P✉♠♣♣❤♦t♦♥s ❛❧s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❍✐❡r ✐st ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❣❡♠❡✐♥t✳ ❆❧❧❡✐♥
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❡✐♥ ■♦♥ ❡✐♥ s♦❧❝❤❡s ◆✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥ ♠✉ss✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ▲❛s❡r
③✉ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ ❣❡❤t ❛❧s♦ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡r P✉♠♣❡♥❡r❣✐❡ ✒✈❡r❧♦r❡♥✏ ✐♥ ❞❡♠ ❙✐♥♥❡✱ ❞❛ss s✐❡
♥✐❝❤t ❛❧s ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡s ▲❛s❡rstr❛❤❧s ♥✉t③❜❛r ✐st✳ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡ ✈♦♥ ❞✐r❡❦t ❣❡♣✉♠♣t❡♥ ❋❡st✲
❦ör♣❡r❧❛s❡r♥ ❧✐❡❣❡♥ ♠❡✐st ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✸✹✪ ✭❚✐✿❙❛✮ ❜✐s ✾✪ ✭❨❜✿❨❆●✮✳ ❉✐❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡
✈♦♥ E4 ♥❛❝❤ E3 ✉♥❞ ✈♦♥ E2 ♥❛❝❤ E1 s✐♥❞ ♠❡✐st str❛❤❧✉♥❣s❧♦s✳ ●❡r❛❞❡ ❜❡✐ s♦❧❝❤❡♥ ▲❛s❡r✲
ü❜❡r❣ä♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❤❛❜❡♥✱ ❢❛❧❧❡♥ ❞✐❡s❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ✐♥ ❞❡♥
❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ❛❦✉st✐s❝❤❡♥ P❤♦♥♦♥❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥ ❥❡♥❡r ●✐tt❡rs❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡✲
♥❡♥ s✐❝❤ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡ ❆t♦♠❡ ❥❡✇❡✐❧s ❣❧❡✐❝❤s✐♥♥✐❣ ❜❡✇❡❣❡♥✳ ❉✐❡ str❛❤❧✉♥❣s❧♦s❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✐♠
▲❛s❡rs❝❤❡♠❛ ✜♥❞❡♥ ❛❧s♦ ✐♥ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t ❞❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ❲✐rts✲
♠❛t❡r✐❛❧s st❛tt✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ♥✉r ❞❛♥♥ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ P❤♦♥♦♥❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❊♥❡r❣✐❡❜❡r❡✐❝❤ ❜❡s✐t③t✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ❞❡s str❛❤❧✉♥❣s❧♦s❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s ❣röß❡r ❛❧s
✶✶
❞✐❡ ❣rößt❡ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ P❤♦♥♦♥❡♥❡♥❡r❣✐❡ ✐st✱ ♠üss❡♥ ♠❡❤r❡r❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ❛♥ ❞❡♠ Ü❜❡r❣❛♥❣
❜❡t❡✐❧✐❣t s❡✐♥✱ ✇❛s ❞❡ss❡♥ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t s❡♥❦t ❜③✇✳ ❞✐❡ ❩❡r❢❛❧❧s③❡✐t ❡r❤ö❤t✳ ❉❛ ❞✐❡s❡
Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ✉♥❦♦rr❡❧✐❡rt st❛tt✜♥❞❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥ ♠❛❦r♦s❦♦♣✐s❝❤ ♥✐❝❤t ❛❧s ❙❝❤❛❧❧✲
✇❡❧❧❡✱ s♦♥❞❡r♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛❧s ❲är♠❡ ❛✉❢tr❡t❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❆✉s✇❛❤❧ ❡✐♥❡s ▲❛s❡r✐♦♥s ✐st ❞✐❡ ❡rst❡
❋♦r❞❡r✉♥❣ ❞❛❤❡r ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✱ ✉♠ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ s♦ ✇❡♥✐❣ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤
③✉ ❡r✇är♠❡♥✱ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❡✐♥❡ ❡✣③✐❡♥t❡ ❊♥❡r❣✐❡✉♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣
✐♥ ❞✐❡ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ③✉ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡♥✳
❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛t❛ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡r ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❆♥③❛❤❧
✉♥❞ ❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ◆✐✈❡❛✉s✳ ✸✲◆✐✈❡❛✉s②st❡♠❡ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ♠ö❣❧✐❝❤ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶ ♠✐tt✐❣✮✳
❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ♥✉r s♦❧❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ✒✸✲◆✐✈❡❛✉✏ ❣❡♥❛♥♥t ✇❡r❞❡♥✱
❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ●r✉♥❞♥✐✈❡❛✉ ❛✉❝❤ ❞❛s ✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ✐st✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ s✐♥❞ ❙②st❡♠❡
❞❡♥❦❜❛r✱ ❞✐❡ ✸ ◆✐✈❡❛✉s ❤❛❜❡♥✱ ❛❜❡r ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ●r✉♥❞♥✐✈❡❛✉ ♥✐❝❤t ❞❛s ✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉
✐st ✭❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶ r❡❝❤ts✮✳ ❉❛❢ür ❣✐❜t ❡s ✐♥ ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❦❡✐♥❡ ❡✐♥❤❡✐t❧✐❝❤❡ ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣✱ ❤✐❡r
✇❡r❞❡♥ s✐❡ ✐♥✈❡rs❡ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡ ❣❡♥❛♥♥t✳ ◆✉r ③✇❡✐ ❜❡t❡✐❧✐❣t❡ ◆✐✈❡❛✉s s✐♥❞ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱
✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❛r✐♥ ♠✐t ♦♣t✐s❝❤❡♠ P✉♠♣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥ ❡r③❡✉❣❡♥ ❧ässt✳ P✉♠♣✲ ✉♥❞
▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠üsst❡♥ ❜❡✐ ♥✉r ③✇❡✐ ◆✐✈❡❛✉s ❣❧❡✐❝❤ s❡✐♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❦❛♥♥
♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞r❡✐ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ◆✐✈❡❛✉s②st❡♠❡
✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡♥ s✐❝❤ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞ ✐♥ ✐❤r❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜✿
❼ ■♥ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥ ✐st ❡s ❜❡s♦♥❞❡rs ❧❡✐❝❤t✱ ❡✐♥❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ s❝❤♥❡❧❧❡♥ str❛❤❧✉♥❣s❧♦s❡♥ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ E4 → E3 ✉♥❞ E2 → E1 ✐st ❞❛s
✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ♣r❛❦t✐s❝❤ ✐♠♠❡r ❧❡❡r✱ s♦ ❞❛ss ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ P✉♠♣r❛t❡♥
❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡st❡❤t ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ s❡❤r ❦❧❡✐♥ ✐st✳ ❉❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ❛♥
s♦❧❝❤❡♥ ❙②st❡♠❡♥ ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s✱ ❞❛ss ✐♠ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ③✇❡✐♠❛❧ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❋♦r♠
✈♦♥ P❤♦♥♦♥❡♥ ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✐st ❛❧s♦ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❣röß❡r ❛❧s
❜❡✐ ❙②st❡♠❡♥ ♠✐t ♥✉r ✸ ◆✐✈❡❛✉s✳ ❊✐♥ t②♣✐s❝❤❡s ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✐st
◆❞3+✿❨❆●✱ ❣❡♣✉♠♣t ❜❡✐ ✽✵✽♥♠✳
❼ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✱ ❛❜❡r ❞❛❢ür ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱ ❞❛ss
♠✐♥❞❡st❡♥s ✺✵✪ ❞❡r ■♦♥❡♥ ✐♥ ❞❛s ♦❜❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✱ ✉♠ ❡✐✲
♥❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥ ✇❡✐❧ ❞❛s ✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ♥✐❡ ❧❡❡r ✐st✳ Pr❛❦t✐s❝❤
❢ü❤rt ❞❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥✳ ❙♦❧❛♥❣❡ s✐❝❤ ■♦♥❡♥ ✐♠ ✉♥t❡r❡♥ ▲❛✲
s❡r♥✐✈❡❛✉ ❜❡✜♥❞❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ s✐❡ ❞✉r❝❤ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡s ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥s ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ✐♥ ❞❛s
♦❜❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ü❜❡r❣❡❤❡♥✳ ❉❡r ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ✈❡r❧✐❡rt ❞❛❞✉r❝❤ ③✇❛r ❦❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡✱
✇❡✐❧ ❥❡t③t ❛✉❝❤ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ■♦♥ ♠❡❤r ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ✐st✱ ❛❜❡r ❡s ✇✐r❞ ❡✐♥❡ s❡❤r
❤♦❤❡ P✉♠♣r❛t❡ ❜③✇✳ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡♥öt✐❣t✱ ✉♠ ü❜❡r❤❛✉♣t ❱❡rstär❦✉♥❣ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❯♥❞
❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡❞❡✉t❡t ❤♦❤❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✈❡r❧✉st❡✱ ✇❛s ③✉ ▲❛st❡♥ ❞❡r ●❡s❛♠t❡✣✲
③✐❡♥③ ❣❡❤t✳ ❉❛s ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❢ür ❡✐♥ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✇är❡ ❈r3+✿❆❧2❖3 ✭❘✉❜✐♥✮✱
✇✐❡ ❡s ▼❛✐♠❛♥ ❢ür ❞❡♥ ❡rst❡♥ ▲❛s❡r ❜❡♥✉t③t ❤❛t❬✹✽❪✳
❼ ■♥✈❡rs❡ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡ ✈❡r❡✐♥❡♥ ❞❡♥ ✐♠ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ✸✲
◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥ ♠✐t ❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✈♦♥ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r
✶✷
✐st ❞❛s ✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ♣r❛❦t✐s❝❤ ✐♠♠❡r ❧❡❡r✳ ❉❡r ◆❛❝❤t❡✐❧ ✐st ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ❞❛s ♦❜❡✲
r❡ P✉♠♣♥✐✈❡❛✉ ♥✐❝❤t ❧❡❡r ✐st✱ ✇❡✐❧ ❡s ❛✉❝❤ ❞❛s ♦❜❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ✐st✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞
♥❡❜❡♥ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛✉❝❤ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡♥ ✉♥❞
❞❛❤❡r ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ s✉♣❡r✲❧✐♥❡❛r ❛❜♥❡❤♠❡♥✳
❉❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❜❧❡✐❝❤t s♣ät❡st❡♥s ❜❡✐ ✺✵✪ ■♦♥❡♥ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❢ür ❞✐❡
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛✉s✳ ❊✐♥ ✐♥✈❡rs❡s ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✇är❡ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ◆❞3+✿❨❆● ❣❡✲
♣✉♠♣t ❜❡✐ ✽✻✾♥♠✳
■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t s♦❧❧ ❡✐♥ ❡✣③✐❡♥t❡r ▲❛s❡r ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡r ❇❡❧❛st✉♥❣ r❡❛✲
❧✐s✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❤♦❤❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts s✐♥❞ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡
❞❛❢ür ♥✐❝❤t ❣❡❡✐❣♥❡t✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❤♦❤❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐st ✈♦♥ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥ ♥✉r ❜❡✐ ❤♦✲
❤❡♥ P✉♠♣❞✐❝❤t❡♥ ❡✣③✐❡♥t❡r ❇❡tr✐❡❜ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛❤❡r s✐♥❞ ❛✉❝❤ ❞✐❡s❡ ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t✳ ■♥✈❡rs❡
✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✈❡r❡✐♥❡♥ ❡✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡✲
❢❡❦t✱ s♦❧❛♥❣❡ ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❣❡✇ä❤r❧❡✐st❡t ✇✐r❞✳ ❉❛❤❡r ❡✐❣♥❡♥ s✐❡ s✐❝❤
❛♠ ❜❡st❡♥ ❢ür ❡✣③✐❡♥t❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✳
✶✳✶✳✷ ❉✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③
❇❡✐ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ηQ ❤❛♥❞❡❧t ❡s s✐❝❤ ✉♠ ❞❛s ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐s ✈♦♥ P✉♠♣♣❤♦✲
t♦♥❡♥ ③✉ ✭❡r✇ü♥s❝❤t❡♥✮ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥✿
ηQ =
NLaserphotonen
NPumpphotonen
✭✶✳✸✮
❲ä❤r❡♥❞ ❜❡✐♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❞❡r P❤♦t♦♥❡♥ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✱ ❣❡❤t ❡s ❤✐❡r ✉♠
✐❤r❡ ❆♥③❛❤❧ N ✳ ❉✐❡s❡ ✐st ✇✐❝❤t✐❣✱ ✇❡✐❧ ❡s ❥❡ ♥❛❝❤ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ♥✐❝❤t ❛❧❧❡ ❣❡♣✉♠♣t❡♥
❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ③✉ ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡rü❜❡r❣❛♥❣ s❝❤❛✛❡♥✳ ❘❡❛❧❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s②st❡♠❡ s✐♥❞ ♦❢t ❞❡✉t❧✐❝❤
❦♦♠♣❧❡①❡r ❛❧s ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥✱ ❞❛❤❡r ❣✐❜t ❡s ❞♦rt ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ Pr♦③❡ss❡✱
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ③✉rü❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞③✉st❛♥❞ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❣❡❤t
❞❛♥♥ ❢ür ❞❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ✈❡r❧♦r❡♥ ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❥❡ ♥❛❝❤ Pr♦③❡ss s♦❣❛r ③✉r ❊r✇är♠✉♥❣ ❞❡s
▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ③✇❡✐t❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❛♥ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡st❡❤t ❛❧s♦ ✐♥ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥
◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✳
❉✐❡ ❊♥❝②❝❧♦♣❡❞✐❛ ♦❢ ▲❛s❡r P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✺✻❪ ❢ü❤rt ♠❡❤r❡r❡ Pr♦③❡ss❡ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡
❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ❜❡❞❡✉t❡♥❞❡r ❞✐❡s❡r Pr♦③❡ss❡ ✐st ❞✐❡ ❡①✐t❡❞✲st❛t❡
❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✭❊❙❆✮✳ ❉❛❢ür ♠✉ss ❡s ü❜❡r ❞❡♠ ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ♥♦❝❤ ✇❡✐t❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡③✉stä♥❞❡
❣❡❜❡♥✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛s ■♦♥ ❣❡❧❛♥❣❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✉r❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❞❡r ❘❡❛❜s♦r♣t✐✲
♦♥ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❦❛♥♥ ❞❛s ■♦♥ ✐♥ ❤ö❤❡r❡ ❩✉stä♥❞❡ ❣❡❧❛♥❣❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❡s ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❞❡♥
❣❡✇ü♥s❝❤t❡♥ ▲❛s❡rü❜❡r❣❛♥❣ ❛✉s❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✱ s♦♥❞❡r♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❦ür③❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ str❛❤❧t
♦❞❡r s♦❣❛r ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ♠❡t❛st❛❜✐❧❡♥ ❩✉st❛♥❞ ❣❡❧❛♥❣t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❢ür ❞❡ss❡♥ ▲❡❜❡♥s✲
③❡✐t ♥✐❝❤t ❛♠ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss t❡✐❧♥✐♠♠t✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❦ö♥♥❡♥ ❚❤✉❧✐✉♠3+✲■♦♥❡♥ s❝❤r✐tt✇❡✐s❡
❞r❡✐ P✉♠♣♣❤♦t♦♥❡♥ ❜❡✐ ✶✶✹✵♥♠ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥✱ ③✇✐s❝❤❡♥❞✉r❝❤ ❡✐♥✐❣❡ ♠✉❧t✐✲P❤♦♥♦♥✲Ü❜❡r❣ä♥❣❡
❛✉s❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❛♥♥ ❜❡✐ ✹✽✵♥♠ ✢✉♦r❡s③✐❡r❡♥ ❜③✇✳ ❧❛s❡r♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷✮ ❬✺✽❪✳ ❉✐❡ ♠✉❧t✐✲
P❤♦♥♦♥✲Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❡r✇är♠❡♥ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ♥❛tür❧✐❝❤✳ ❙♦❧❝❤❡ Pr♦③❡ss❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❣❡③✐❡❧t ❢ür
✶✸
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✷✿ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ❡✐♥❡r ❚♠3+✿❩❇▲❆◆✲❋❛s❡r ♠✐t ❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♠
✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲Pr♦③❡ss✿ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ r♦t✱ ♠✉❧t✐✲P❤♦♥♦♥✲Pr♦③❡ss❡ ❣r❛✉✱
▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❜❧❛✉❀ ❇✐❧❞ ❛✉s ❬✺✻❪✳
✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲▲❛s❡r ❛✉s♥✉t③❡♥✱ st❡❧❧❡♥ ❢ür ❞✐❡ ❤✐❡r ❣❡st❡❧❧t❡♥ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❊✣③✐❡♥③ ✉♥❞
t❤❡r♠✐s❝❤❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❛❜❡r ❡✐♥ ❍✐♥❞❡r♥✐s ❞❛r✳ ❉✐❡ ❋r❛❣❡✱ ♦❜ ❊❙❆ ❛✉❢tr✐tt✱ ❤ä♥❣t ❧❡❞✐❣❧✐❝❤
✈♦♠ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛✱ s♦✇✐❡ ✈♦♥ P✉♠♣✲ ✉♥❞ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜✳
❆♥❞❡r❡ Pr♦③❡ss❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✱ ❤ä♥❣❡♥ ❞❛❣❡❣❡♥ st❛r❦ ♠✐t ❞❡♠
❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ③✉s❛♠♠❡♥✳ ❯♥❡r✇ü♥s❝❤t❡ ❋r❡♠❞✐♦♥❡♥ ♦❞❡r ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡r ❙tr✉❦t✉r ❞❡s ❲✐rts✲
♠❛t❡r✐❛❧s ✭❋❛r❜③❡♥tr❡♥✮ ❦ö♥♥❡♥ ❜❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❛✉❢tr❡t❡♥ ♦❞❡r ❜❡✐ ❇❡str❛❤❧✉♥❣ ❡♥tst❡✲
❤❡♥✳ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❧❦❛❧✐❤❛❧♦❣❡♥✐❞✲❑r✐st❛❧❧❡♥ ❜❡s♦♥❞❡rs ❣✉t ✉♥t❡rs✉❝❤t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ s✐❝❤
❞♦rt ❧❡✐❝❤t ❣❡③✐❡❧t ❡r③❡✉❣❡♥ ❧❛ss❡♥ ❬✷✵❪✳ ❊s ❤❛♥❞❡❧t s✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❢❡❤❧❡♥❞❡✱ ❢❛❧s❝❤ ♣❧❛t③✐❡r✲
t❡✱ ♦❞❡r ❢❛❧s❝❤ ❣❡❧❛❞❡♥❡ ■♦♥❡♥ ✐♠ ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r✳ ❉✐❡s❡ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤ ❣❡❜✉♥❞❡♥❡ ▲❛✲
❞✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣✱ ❞✐❡ ✐❤r ❡✐❣❡♥❡s ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ❜❡s✐t③t✳ ▼✐t ❞✐❡s❡♠ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ s♦❣❛r
▲❛s❡rü❜❡r❣ä♥❣❡ r❡❛❧✐s✐❡r❡♥✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥❧❛s❡r ❬✺✶✱ ✻✸❪✱ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r s♣❡❦✲
tr❛❧❡♥ ❇r❡✐t❡ ♣s✲P✉❧s❡ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠üss❡♥ ❞✐❡ ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧❡ ♠✐t ✢üss✐❣❡♠
❙t✐❝❦st♦✛ ❣❡❦ü❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ s♦♥st ❞✐❡ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ❛✉s❜❧❡✐❝❤❡♥✱ ♦❞❡r ✐❤r ▲✉♠✐♥❡s③❡♥③✇✐r✲
❦✉♥❣s❣r❛❞ ❛❜♥✐♠♠t✳ Pr✐♥③✐♣✐❡❧❧ ❦ö♥♥❡♥ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡♥ ✈♦r❦♦♠♠❡♥✳ ❲❡♥♥
❞✐❡s❡ ◆✐✈❡❛✉ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❊♥❡r❣✐❡ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ❞❡s ▲❛s❡r✐♦♥s
❧✐❡❣t✱ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐r❡❦t❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❞❡r ❞✉r❝❤ r❡s♦♥❛♥t❡ Ü❜❡r✲
tr❛❣✉♥❣ ✉♥t❡r❡✐♥❛♥❞❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ tr❛♥s❢❡r✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡r ▼❡❝❤❛♥✐s♠✉s✱ ❞❡r ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❦❛♥♥✱ ✐st ❞❛s
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❬✺✻❪✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❜③✇✳ ■♥t❡♥✲
s✐tät ❞✉r❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❯rs❛❝❤❡♥✳ ❏❡ ♥❛❝❤ P❤♦♥♦♥❡♥s♣❡❦tr✉♠ ❞❡s ❲✐rts❦r✐st❛❧❧s ✐st ❡s ♠ö❣✲
❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s P✉♠♣♥✐✈❡❛✉ ♦❞❡r ❞❛s ♦❜❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❞✉r❝❤ ♠✉❧t✐✲P❤♦♥♦♥✲❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣
✐♥ ❞❡♥ ●r✉♥❞③✉st❛♥❞ ü❜❡r❣❡❤❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ❤♦❤❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❉♦t❛♥t❡♥ ❞✐❡
◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❞✉r❝❤ ❦♦❧❧❡❦t✐✈❡ ❊✛❡❦t❡ ✈❡rr✐♥❣❡r♥✳ ❉❛s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥
q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❬✶✽❪✳ ❲✐❡ ❤♦❝❤ ❣❡♥❛✉ ❞❛❢ür ❞✐❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ s❡✐♥ ♠✉ss✱ ❤ä♥❣t s❡❤r ✈♦♠ ❉♦t❛♥t❡♥
✉♥❞ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜ ✉♥❞ ❧ässt s✐❝❤ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉s ❞❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡✲
❜❡♥s❞❛✉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❉♦t✐❡r✉♥❣s❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ●rü♥❞❡ ❢ür ❞❛s ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉❡♥✲
✶✹
❝❤✐♥❣ s✐♥❞ ③✇❡✐ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥✳ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡♣✉♠♣t❡ ❊♥❡r❣✐❡ ü❜❡r ❡✐♥ ❞✐❝❤t❡r❡s ◆❡t③
✈♦♥ ❉♦t❛♥t❡♥ ❜❡ss❡r r❡s♦♥❛♥t ü❜❡rtr❛❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t
✈♦♥ ❊❙❆ ❜③✇✳ ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲Pr♦③❡ss❡♥✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r
❊♥❡r❣✐❡ ❞✐❡ Ü❜❡r❣❛♥❣s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❛✉❢ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ✉♥❞ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ❡r❤ö❤t❬✻✵❪✳
■♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❤♦❤❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❧ässt s✐❝❤ ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ❞r✐tt❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ❛✉❢st❡❧✲
❧❡♥✿ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❘❡✐♥❤❡✐t ❜③✇✳ ◗✉❛❧✐tät ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s✳
✶✳✷ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s ▲❛s❡r✐♦♥s
◆✉♥ ♠✉ss ❡✐♥ ▲❛s❡r✐♦♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡s ♠✐t ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥
✉♥❞ ❞✐❡ ❞r❡✐ ❛✉❢❣❡st❡❧❧t❡♥ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t✿
✶✳ ❦❧❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✱
✷✳ ❤♦❤❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞
✸✳ ✐♥ ❤♦❤❡r ❘❡✐♥❤❡✐t✴◗✉❛❧✐tät ✈❡r❢ü❣❜❛r✳
❩✉r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❋❡st❦ör♣❡r✱ ❛❧s♦ ❑r✐st❛❧❧❡ ♦❞❡r ●❧äs❡r✱
♠✐t ■♦♥❡♥ ✈♦♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s♠❡t❛❧❧❡♥ ♦❞❡r ❙❡❧t❡♥❡♥ ❊r❞❡♥ ❞♦t✐❡r❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❚rä❣❡r ❬✼✾❪ ❡r❧ä✉t❡rt
✇✐r❞✱ ✜♥❞❡♥ ❞✐❡ ▲❛s❡rü❜❡r❣ä♥❣❡ ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣s♠❡t❛❧❧✲■♦♥❡♥ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ✸❞✲❊❧❡❦tr♦♥❡♥✲
s❝❤❛❧❡ st❛tt✳ ❉❛s ✐st ❜❡✐ ❞✐❡s❡♥ ■♦♥❡♥ ❞✐❡ ä✉ß❡rst❡ ❙❝❤❛❧❡✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❡❧❡❦✲
tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞❡r ✉♠❣❡❜❡♥❞❡♥ ■♦♥❡♥ s❡❤r ❣r♦ß ✐st✳ ■❤r❡ ❙♣❡❦tr❡♥
s✐♥❞ ❞❛❞✉r❝❤ ❜r❡✐t❡r ❛❧s ❞✐❡ ❞❡r ❙❡❧t❡♥❡♥ ❊r❞❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ s✐❡ ❛✉❝❤ ❛♥❢ä❧❧✐❣❡r ❢ür ❊❙❆
✉♥❞ ♠✉❧t✐✲P❤♦♥♦♥✲❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉s ❬✼✾❪✳ ❊①❡♠♣❧❛r✐s❝❤ ✐st ❤✐❡r ❚✐3+ ❛✉❢❣❡✲
❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡s ♠✐t s❡✐♥❡r ❣r♦ß❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❛♥❞❜r❡✐t❡ ✈♦♥ ✷✵✵♥♠ ❣❡r♥ ❛❧s ❛❦t✐✈❡s ▼❡❞✐✉♠
❢ür ❋❡♠t♦s❡❦✉♥❞❡♥✲❖s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ♥❛tür❧✐❝❤ ❈r3+ ❡✐♥ ✐♥t❡r✲
❡ss❛♥t❡s ▲❛s❡r✐♦♥✱ ♠✐t ✇❡❧❝❤❡♠ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❈r3+✿❙❛♣❤✐r ✭❘✉❜✐♥✮ ❞❡r ❡rst❡ ▲❛s❡r ü❜❡r❤❛✉♣t
r❡❛❧✐s✐❡rt ✇✉r❞❡ ❬✹✽❪✳ ❉✐❡ Ü❜❡r❣❛♥❣s♠❡t❛❧❧✲■♦♥❡♥ s♦❧❧❡♥ ❤✐❡r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt
✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ■♦♥❡♥ ❙❡❧t❡♥❡r ❊r❞❡♥ ❤ö❤❡r❡ ❊✣③✐❡♥③ ✈❡rs♣r❡❝❤❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♥ ❣✐❜t ❡s ▲❛s❡r✲
ü❜❡r❣ä♥❣❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ✹❢✲ ✉♥❞ ❞❡r ✺❞✲ ❙❝❤❛❧❡ ✉♥❞ ▲❛s❡rü❜❡r❣ä♥❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ✹❢✲❙❝❤❛❧❡✳
❊rst❡r❡ ✇❡r❞❡♥ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ❞❛ s✐❡ ♠❡✐st ✐♠ ❯❱✲❇❡r❡✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥✱ ✇❡s✇❡❣❡♥ ❦❛✉♠
❣❡❡✐❣♥❡t❡ P✉♠♣q✉❡❧❧❡♥ ❡①✐st✐❡r❡♥ ✉♥❞ ✈❡r♠❡❤rt ❊❙❆ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉✐❡ ▲❛s❡rü❜❡r❣ä♥❣❡ ✐♥♥❡r❤❛❧❜
❞❡r ✹❢✲❊❧❡❦tr♦♥❡♥s❝❤❛❧❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss s✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✺s✲ ✉♥❞ ✺♣✲❖r❜✐t❛❧❡
✈♦♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❛❜❣❡s❝❤✐r♠t s✐♥❞✱ ✇❛s ❞❡♥ ❊✐♥✢✉ss ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s
✉♥❞ s❡✐♥❡r ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣s♠❡t❛❧❧✲■♦♥❡♥ st❛r❦ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❉❛s
❢ü❤rt ③✉ s❝❤♠❛❧❡r❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ✉♥❞ ❤ö❤❡r❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③❡♥✳
❊✐♥❡ Ü❜❡rs✐❝❤t ü❜❡r ❞✐❡ ✹❢✲❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ✈♦♥ ❞r❡✐❢❛❝❤ ♣♦s✐t✐✈ ❣❡❧❛❞❡♥❡♥ ■♦♥❡♥ ❞❡r ❙❡❧✲
t❡♥❡♥ ❊r❞❡♥ ✐♥ ▲❛❈❧3 ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡s❦❛❧❡ ✐♥ 1❝♠ st❡❧❧t ✐♥✈❡rs❡
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❞❛r✳ ❋ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t s❝❤❡✐❞❡♥ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥✐❣❡ ■♦♥❡♥ ❛✉s✱
✇❡✐❧ s✐❡ r❛❞✐♦❛❦t✐✈ s✐♥❞✱ ✇✐❡ Pr♦♠❡t❤✐✉♠✱ ♦❞❡r s✐❝❤ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ♠✐t ❉✐♦❞❡♥ ♣✉♠♣❡♥ ❧❛s✲
s❡♥ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❈❡r✱ ♦❞❡r ❍♦❧♠✐✉♠ ❬✼✾❪✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♥❛tür❧✐❝❤ tr♦t③❞❡♠
✶✺
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✸✿ ❊♥❡r❣✐❡❧❡✈❡❧❞✐❛❣r❛♠♠ ❞❡r ❞r❡✐✇❡rt✐❣❡♥ ■♦♥❡♥ ❞❡r ❙❡❧t❡♥❡♥ ❊r❞❡♥ ✐♥ ▲❛❈❧3
✭❇✐❧❞ ❛✉s ❬✼✾❪✮✳
✶✻
❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶✿ ❆✉s✇❛❤❧ ❛♥ ❧❛s❡r❛❦t✐✈❡♥ ■♦♥❡♥ ✉♥❞ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥✳
❚✐3+✿❙❛♣❤✐r ◆❞3+✿❨❆● ❨❜3+✿❨❆● ❊r3+✿●❧❛s ❚♠3+✿❨❆●
t②♣✐s❝❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
λabs❬♥♠❪
✺✸✷ ✽✵✽ ✾✹✵ ✾✽✵ ✼✽✺
t②♣✐s❝❤❡
▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
λem❬♥♠❪
✼✾✵ ✶✵✻✹ ✶✵✸✵ ✶✺✺✵ ✷✵✵✵
t②♣✐s❝❤❡r
◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t QD
✵✱✸✹ ✵✱✷✹ ✵✱✵✾ ✵✱✸✼ ✵✱✻✶
◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ηq
❬✺✷✱ ✽✷✱ ✼✺❪
✵✱✽✶ ✵✱✽✼✲✵✱✽✸ ✵✱✾✸✲✵✱✾ ✵✱✺✲✵✱✾ ✵✱✸✺✲✶✱✽
❋❧✉♦r❡s③❡♥③✲
❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r τ ❬➭s❪
❬✺✻✱ ✹✺✱ ✼✾✱ ✺✾❪
✸✱✷➭s ✷✸✵➭s ✶✱✷♠s ✺✲✶✺♠s ✶✵✱✺♠s
▲❛s❡r ❜❛✉❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛♥♥ ♠✐t ❇❧✐t③❧❛♠♣❡♥✱ ❛♥❞❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✱ ♦❞❡r ü❜❡r r❡s♦♥❛♥t❡ ❆♥r❡❣✉♥❣
❞✉r❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❉♦t❛♥t❡♥ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡r❛rt✐❣❡ Pr♦③❡ss❡ ✈❡rr✐♥❣❡r♥ ❛❜❡r ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③
❞❡s ●❡s❛♠ts②st❡♠s s♦✇❡✐t✱ ❞❛ss s✐❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t ❦♦♠♠❡♥✳
❉✐❡ ✈✐❡r ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ■♦♥❡♥ ❞❡r ❙❡❧t❡♥❡♥ ❊r❞❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶ ❣❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❣r✉♥❞✲
❧❡❣❡♥❞❡♥ ❑❡♥♥❞❛t❡♥ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ ❑❡♥♥❞❛t❡♥ ❤ä♥❣❡♥ ♥❛tür❧✐❝❤ ♠❡❤r ✭◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✱
▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r✮ ♦❞❡r ✇❡♥✐❣❡r ✭❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✮ ✈♦♥ ❞❡♠ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜✱ ❛❜❡r ❞✐❡ ❤✐❡r ❛♥❣❡❣❡✲
❜❡♥❡♥✱ ♦❢t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s♦❧❧❡♥ ❛❧s ❡rst❡ ❖r✐❡♥t✐❡r✉♥❣ ❞✐❡♥❡♥✳ ❉✐❡ ❛✉❢❣❡❢ü❤r✲
t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ❡r❤ä❧t❧✐❝❤ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡ ❣✉t❡r ◗✉❛❧✐tät ❤❡r❣❡st❡❧❧t✱
✇❡✐❧ s✐❡ ✐♥❞✉str✐❡❧❧ ✉♥❞ t❡❝❤♥✐s❝❤ ❡✐♥❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥ ❬✺✻❪✿ ❚✐✿❙❛♣❤✐r ③✉r ❊r③❡✉❣✉♥❣ ✉❧tr❛❦✉r③❡r
P✉❧s❡✱ ◆❞✿❨❆● ✉♥❞ ❨❜✿❨❆● ❢ür ❍♦❝❤❧❡✐st✉♥❣s❧❛s❡r✱ ❊r✿●❧❛s ❢ür ❚❡❧❡❦♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥s❢❛s❡r♥
✉♥❞ ❚♠✿❨❆● ❢ür ❝❤✐r✉r❣✐s❝❤❡ ▲❛s❡r✇❡r❦③❡✉❣❡ ❬✽✻❪✳
▼✐t ❜❡s♦♥❞❡r❡r ❱♦rs✐❝❤t s✐♥❞ ❤✐❡r ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③❡♥ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳ ▼♦✉❧✲
t♦♥ ❬✺✷❪ ❤❛t ❞✐❡s❡ ❛✉s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❢ür ❚✐✿❙❛♣❤✐r
❜❡st✐♠♠t✳ ❉❛s ✐st ③✇❛r ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❱❡r❧✉st✲ ✉♥❞ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ t❡♠♣❡✲
r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣ s✐♥❞✱ ❡s ✐st ❛❜❡r ❢r❛❣❧✐❝❤✱ ♦❜ ❞❛♠✐t ❛❧❧❡ ❙tör✉♥❣❡♥ ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❡r❢❛sst
s✐♥❞✳ ❲❛❧s❤ ✉♥❞ ❇❛r♥❡s ❬✽✷❪ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③❡♥ ✈♦♥ ◆❞✿❨❆● ✉♥❞ ❨❜✿❨❆● s♦✲
✇♦❤❧ ♣❤♦t♦♠❡tr✐s❝❤ ❛❧s ❛✉❝❤ ❦❛❧♦r✐♠❡tr✐s❝❤ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❲❡rt❡ ❞❡r
❜❡✐❞❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ❞✐✛❡r✐❡r❡♥ ✉♠ ❡t✇❛ ✺✪ ✉♥❞ s✐♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ◗✉❛❧✐tät ❞❡r Pr♦❜❡ ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ❉✐❡ ❆✉t♦r❡♥ ❢ü❤r❡♥ ❞❡♥ ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ③✇✐s❝❤❡♥ ◆❞3+ ✉♥❞ ❨❜3+ ❞❛r❛✉❢ ③✉✲
rü❝❦✱ ❞❛ss ❡s ❜❡✐ ❨tt❡r❜✐✉♠ ❦❡✐♥ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ q✉❡♥❝❤✐♥❣ ❣✐❜t ✉♥❞ ♠✉❧t✐✲P❤♦♥♦♥✲Ü❜❡r❣ä♥❣❡
❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉s ✉♥✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❡r s✐♥❞✳ ❚❛♥❛❜❡
✉♥❞ ❍❛♥❛❞❛ ❬✼✺❪ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ❊r❜✐✉♠ ❛✉s ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r
✉♥❞ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡✲
❜❡♥s❞❛✉❡r ✈❛r✐✐❡r❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❡♥❛✉❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥s❡t③✉♥❣ ❞❡s ●❧❛s❡s✳ ❋ür ❚❤✉❧✐✉♠ ✇✉r❞❡ ❞✐❡
◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ❲❛❧s❤ ✉♥❞ ❇❛r♥❡s ❛✉s ❞❡r ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r
✈♦♥ ❞❡r ❉♦t✐❡r✉♥❣s❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡ ❆✉t♦r❡♥ s❡❧❜st ❜❡t♦♥❡♥ ❞✐❡ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t
✶✼
❞✐❡s❡r ❆♥❣❛❜❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ▲✐t❡r❛t✉r✇❡rt❡✱ ❞✐❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❤❡r❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡♥✱ ❥❡ ♥❛❝❤
◗✉❡❧❧❡ s❡❤r str❡✉❡♥✳ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③❡♥ ü❜❡r ❊✐♥s s✐♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✉r❝❤ ❑r❡✉③r❡❧❛①❛t✐✲
♦♥s♣r♦③❡ss❡ ❡✐♥ P✉♠♣♣❤♦t♦♥ ✐♥ ③✇❡✐ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ❞❡r ❣r♦ß❡
◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✭❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✶✿✶✲❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣✮ ❧ässt ❞❛s ③✉✳ ❉✐❡ ❣r♦ß❡ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ❞❡r
❲❡rt❡ ❢ür ❚❤✉❧✐✉♠ ❦♦♠♠t ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❑r❡✉③r❡❧❛①❛t✐♦♥ st❛r❦ ❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥s❛❜❤ä♥❣✐❣
✐st✳
❚✐3+ ❤❛t ❡✐♥❡ s❡❤r ❣r♦ß❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❛♥❞❜r❡✐t❡✱ ❞✐❡s❡ ✐st ❛❜❡r ❤✐❡r ❡✐♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱ ✇❡✐❧
❞❛s ❆♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ❛❧❧❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ♠✐t ❤♦❤❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✇❡r❞❡♥ ♠üsst❡✳
❆✉❢❣r✉♥❞ s❡✐♥❡r r❡❧❛t✐✈ ❦✉r③❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ✇ür❞❡♥ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✲
✈❡r❧✉st❡ ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❤ö❤❡r ❛✉s❢❛❧❧❡♥✳ ❱♦♥
❞❡♥ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ■♦♥❡♥ ❤❛t ❨❜3+ ❞❡♥ ❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✱ ❞✐❡ ❤ö❝❤st❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③
✉♥❞ ❞❛s ❜❡✐ ✇❡✐t❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❨❜3+ ❛❧s ❲✐rts✐♦♥ ❢ür ❞❡♥
▲❛s❡r ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳
❉❡r ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✶ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡ t②♣✐s❝❤❡ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✐st ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✉r ❞❡r ❲❡rt ❢ür
❞✐❡ ❣❡❜rä✉❝❤❧✐❝❤st❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣✳ ❊r✿❨❆● ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✶✺✸✵♥♠ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞
❜❡✐ ✶✻✹✺♥♠ ❧❛s❡♥ ✭✼✪◗❉✮ ❬✻✾❪✳ ●❡♥❛✉s♦ ❦❛♥♥ ◆❞✿❨❆● ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✽✻✾♥♠ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥
✉♥❞ ❜❡✐ ✾✹✻♥♠ ❧❛s❡♥ ✭✽✪◗❉✮ ❬✺✻❪ ✉♥❞ ❨❜✿❨❆● ❦❛♥♥ ❜❡✐ ✾✻✾♥♠ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❜❡✐
✶✵✸✵♥♠ ❧❛s❡♥✳ ✭✻✪ ◗❉✮ ❬✸✹❪✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s✐♥❞ ❛❧❧❡ ❞✐❡s❡ ❙②st❡♠❡ ◗✉❛s✐✲✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡✳
❉✐❡s❡ ✇❡r❞❡♥ s♦ ❣❡♥❛♥♥t✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ✉♥t❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ t❤❡r♠✐s❝❤ ❜❡s❡t③t ✐st✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞❡r
❊✛❡❦t ✇❡♥✐❣❡r ❛✉s❣❡♣rä❣t ✐st ❛❧s ❜❡✐ ❡❝❤t❡♥ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥✳ ❉❛s s❝❤❧❛❣❡♥❞❡ ❆r❣✉♠❡♥t
❢ür ❨❜3+ ✐st ❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✶✳✸✮✱ ✇❡❧❝❤❡s ❤♦❤❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳
✶✳✸ ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s
❨tt❡r❜✐✉♠3+✲■♦♥❡♥ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥❦♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❬❳❡❪✹❢13✱ ✇✐❡ ❇r✉❡ss❡❧❜❛❝❤ ❡t
❛❧✳ ✐♥ ❬✶✺❪ ❡r❧ä✉t❡r♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s 2❋7/2 ✉♥❞ 2❋5/2 ❦♦♠♠❡♥ ③✉st❛♥❞❡✱ ✐♥❞❡♠ ❡✐♥ ✹❢✲
❊❧❡❦tr♦♥ s❡✐♥❡♥ ❙♣✐♥ ❡♥t✇❡❞❡r ♠✐t ♦❞❡r ❣❡❣❡♥ ❞❡♥ ❇❛❤♥❞r❡❤✐♠♣✉❧s ❛✉sr✐❝❤t❡t✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥
❆✉sr✐❝❤t✉♥❣s✲❋r❡✐❤❡✐ts❣r❛❞ ❞❡s ●❡s❛♠t❞r❡❤✐♠♣✉❧s❡s s✐♥❞ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ◆✐✈❡❛✉s ❡♥t❛rt❡t✳ ❉✐❡s❡
❊♥t❛rt✉♥❣ ✇✐r❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥ ä✉ß❡r❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡s ❋❡❧❞ ❛✉❢❣❡❤♦❜❡♥✱ s♦ ❞❛ss ✸ ❜③✇✳ ✹ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s
❡♥tst❡❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✹✳✷✱ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺✮✳ ❉❛s ❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ❙t❛r❦✲❊✛❡❦t✳ ❲✐❡
❜❡r❡✐ts ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ❧♦❦❛❧❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ü❜❡r ❞✐❡ ❙tär❦❡ ❞❡r
❙t❛r❦✲❆✉❢s♣❛❧t✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲❛s❡r❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❇❡✐ ✹❢✲❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐st ❛❜❡r ❞❡r
❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❊♠✐ss✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣❡r✐♥❣✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ✺s✲ ✉♥❞
✺♣✲❙❝❤❛❧❡♥ ❞❛s ✹❢✲◆✐✈❡❛✉ ♥❛❝❤ ❛✉ß❡♥ ❛❜s❝❤✐r♠❡♥✳ ❉❛❤❡r ❦♦♠♠t ❡s ❜❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s
❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ❡❤❡r ❛✉❢ ❞✐❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛♥✳
❉✐❡ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ ❲är♠❡ ✇✐r❞ ③✉ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❢ü❤r❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❏❡ ♥❛❝❤ ❲är♠❡❧❡✐t✲
❢ä❤✐❣❦❡✐t k ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐r❞ s✐❝❤ ❡✐♥❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉s❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
s♦✇♦❤❧ ü❜❡r ❞❡♥ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ü❜❡r ❞❡♥ ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s❦♦✲
✶✽
❡✣③✐❡♥t❡♥ α = dL
L·dTˆ
③✉ ❡✐♥❡r rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❉✐❝❦❡ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s
❢ü❤rt✳ ❍✐❡r❜❡✐ st❡❧❧t L ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ Tˆ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❛r✳ ❉✐❡s❡
❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❉✐❝❦❡ st❡❧❧t ❞❛♥♥ ❡✐♥❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ❞❛r✱ ✇✐❡ ✐♥ ❞❡r ❊❝②❝❧♦♣❡❞✐❛
♦❢ ▲❛s❡r P❤②s✐❝s ❛♥❞ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❬✺✻❪ ❡r❧ä✉t❡rt ✇✐r❞✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐✲
❧✉♥❣ ③✉ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❢ü❤r❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ③✉ ❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ❢ü❤r❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡s❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ❜❡✇✐r❦t ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ▲❛s❡rs②st❡♠❡♥ ❉❡♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❱❡r❧✉st❡✱ ❞❛ ▲❛s❡rstr❛❤❧❡♥ ♦❢t ü❜❡r ✐❤r❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❣❡s❝❤❛❧t❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ❞❡s
❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s s♦❧❧t❡♥ ❛❧s♦ s♦✇♦❤❧ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❥❡✇❡✐❧s ✇❡♥✐❣ ❲är✲
♠❡ ❣❡♥❡r✐❡r❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❲är♠❡ ❣❡r✐♥❣ s❡✐♥✳ ❉❛r❛✉s ❡r❣❡❜❡♥ s✐❝❤
❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ❞✐❡ t❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s✿
✶✳ ❤♦❤❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ✉♠ ❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ③✉ r❡❞✉③✐❡r❡♥✱
✷✳ ❣❡r✐♥❣❡ ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ✉♥❞ ❣❡r✐♥❣❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✱
✸✳ ✐♥ ❤♦❤❡r ❘❡✐♥❤❡✐t✴◗✉❛❧✐tät ❜③✇✳ ♠✐t ❤♦❤❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈❡r❢ü❣❜❛r ✉♥❞
✹✳ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ❣❡r✐♥❣st❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ♠ö❣❧✐❝❤✳
■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷ s✐♥❞ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑❛♥❞✐❞❛t❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ✐❤r❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✐✲
❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡♥ ❥❡♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ❞✐❡ ✐♠ ❑❛t❛❧♦❣ ❞❡r ❡♥t✲
s♣r❡❝❤❡♥❞❡♥ ❍ä♥❞❧❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞ ✭❜✐s ❛✉❢ ❋P✷✵✮✳ ❆✉❢ ❆♥❢r❛❣❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❝❤
❛♥❞❡r❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ❞❛s ❤❛t ❛❜❡r ♠❡✐st ♥❡❣❛t✐✈❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡
◗✉❛❧✐tät ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥✳ ■♥ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧③✉❝❤t s♣✐❡❧❡♥ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❊r❢❛❤r✉♥❣ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥✲
❞❡r❡♥ ❞✐❡ ●röß❡ ❞❡s ❤❡r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❑r✐st❛❧❧s ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡♥✳ ❏❡ ♠❡❤r ❑r✐st❛❧❧❡ ❤❡r❣❡st❡❧❧t
✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❥❡ ❣röß❡r ❞✐❡s❡ s✐♥❞✱ ❞❡st♦ ❜❡ss❡r ✇✐r❞ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ◗✉❛❧✐tät ❞❡r ❑r✐s✲
t❛❧❧❡ s❡✐♥✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❤✐❡r ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ ❣✐❜t ❡s ♥♦❝❤ ✈✐❡❧❡ ✇❡✐t❡r❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❲✐rts❦r✐st❛❧❧❡
❢ür ❨❜3+ ✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ▲❛s❡r ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✉r❞❡♥✱ ✇✐❡ ③✳❇✳ ❨ttr✐✉♠✲
✈❛♥❛❞❛t ✭❨❱❖4✮ ❬✹✼❪✱ ▲✉t❡t✐✉♠♦①✐❞ ✭▲✉2❖3✮ ❬✻✶❪✱ ❨ttr✐✉♠✲▲✐t❤✐✉♠✢✉♦r✐❞ ✭▲✐❨❋4✮ ❬✸✼❪ ✉♥❞
❨ttr✐✉♠✲❆❧✉♠✐♥✐✉♠✲P❡r♦✈s❦✐t ✭❨❆❧❖3✮ ❬✶✷❪✳ ❉✐❡s❡ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛s❡r❡✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
❜❛s✐❡r❡♥ ❛❜❡r ❛❧❧❡ ❛✉❢ ❦❧❡✐♥❡♥✱ t❡✐❧✇❡✐s❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❆✉t♦r❡♥ s❡❧❜st ❤❡r❣❡st❡❧❧t❡♥ Pr♦❜❡♥✱ ❞✐❡
♥✐❝❤t ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ❡r❤ä❧t❧✐❝❤ s✐♥❞ ✉♥❞ ♥✐❝❤t r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ s✐♥❞ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ❜❡ss❡r ✈❡r❢ü❣❜❛r✿ ❨ttr✐✉♠✲
❆❧✉♠✐♥✐✉♠✲●r❛♥❛t ✭❨❆●✮ ✐st ❛❧s ❲✐rts❦r✐st❛❧❧ ❢ür ◆❞✿❨❆● ✉♥❞ ❨❜✿❨❆● ▲❛s❡r ❡✐♥❡r ❞❡r ❛♠
❤ä✉✜❣st❡♥ ❣❡♥✉t③t❡♥ ✉♥❞ ❛♠ ❜❡st❡♥ ✉♥t❡rs✉❝❤t❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡ ❢ür ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❬✼✾❪✳ ❈❛❧❝✐✲
✉♠✢✉♦r✐❞ ✭❈❛❋2✮ ✐st ❡✐♥ ü❜❧✐❝❤❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❢ür ❖♣t✐❦❡♥ ✐♠ ❯❱✲❇❡r❡✐❝❤✱ ❞❛ ❡s ✈♦♥ ✵✱✶ ❜✐s ✽➭♠
tr❛♥s♠✐tt✐❡rt✳ ▲✉t❡t✐✉♠✲❆❧✉♠✐♥✐✉♠✲●r❛♥❛t ✭▲✉❆●✮ ✇✉r❞❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ✉♠ ❨❆● ❛❧s ❲✐rts✲
❦r✐st❛❧❧ ③✉ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❞❛ ❡s ❤ö❤❡r❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❛✉❢✇❡✐st ❬✶✸❪✳ ❑❛❧✐✉♠✲●❛❞♦❧✐♥✉♠✲
❲♦❧❢r❛♠❛t ✭❑●❲✮ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r st❡❧❧✈❡rtr❡t❡♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ❲♦❧❢r❛♠❛t❡ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❉✐❡s❡ ❤❛❜❡♥
❜❡✐ ♥✉r ✇❡♥✐❣ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✇❡✐t ❣röß❡r❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❛♥❞❜r❡✐t❡♥ ❛❧s ❨❆●✱
s♦❣❛r ❢s✲P✉❧s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♠✐t ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥ ❬✶✻❪✳ ❉❛s ❋❧✉♦r✐❞✲P❤♦s♣❤❛t✲●❧❛s ❋P✷✵✱ ✐st ❡✐✲
♥❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❊✐♥✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡s ❖tt♦✲❙❝❤♦tt✲■♥st✐t✉ts ❢ür ●❧❛s❝❤❡♠✐❡ ✉♥❞ ❞❡s ■♥st✐t✉ts ❢ür
❖♣t✐❦ ✉♥❞ ◗✉❛♥t❡♥❡❧❡❦tr♦♥✐❦ ❞❡r ❋❙❯ ❏❡♥❛✳ ❊s ✐st ♥✐❝❤t ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ❡r❤ä❧t❧✐❝❤✱ st❡❤t ❛❜❡r
✐♥ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ③✉r ❱❡r❢ü❣✉♥❣ ✉♥❞ ✐st ❣✉t ✉♥t❡rs✉❝❤t ❬✼✽❪✳
✶✾
❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷✿ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✉♥❞♦t✐❡rt❡r ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❢ür ❨❜3+✳
❨❆● ❬✺✻❪ ❈❛❋ ❬✶✾❪ ❋P✷✵ ❬✼✽❪ ▲✉❆● ❬✽✱ ✶✱ ✶✸❪
❑●❲ ❬✶✵❪
✭❞♦t✐❡rt✮
❈❤❡♠✐s❝❤❡ ❋♦r♠❡❧ ❨3❆❧5❖12 ❈❛❋2 s✳✉✳✶ ▲✉3❆❧5❖12 ❑●❞✭❲❖4✮2
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✶✱✾✹
✶✱✾✾
✷✱✵✸
❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t k
[ ❲
♠·❑
]
✶✵✲✶✹ ✾✱✼ ✵✱✾ ✽✱✸ ✲ ✾✱✻
✷✱✺
✸
✸✱✺
❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣s✲
❦♦❡✛③✐❡♥t α [10
−6
❑
]
✼✲✽ ✶✽✱✾ ✶✹ ✻✱✶
✷✱✹
✶✶
✶✼
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r
❑♦❡✣③✐❡♥t dn
dTˆ
[10
−6
❑
]
✼✲✶✵ ✲✶✶✱✸ ✲✽✱✸ ✽✱✸
✲✶✺
✲✶✵
✲✶✻
❡✛❡❦t✐✈❡r
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r
❑♦❡✣③✐❡♥t χ[10
−6
❑
]
✶✹✱✼ ✲✸✱✷ ✲✶✱✸ ✶✸✱✹ ✵✷
▲✐♥s❡♥✇✐r❦✉♥❣ ζ [♠
❲
] ✶✱✷✸ ✲✵✱✸✸ ✲✶✱✹✹ ✶✱✹✽ ✵
✶✳✸✳✶ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆s♣❡❦t❡
❉✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s ✐st ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ❜❡st✐♠♠t✱ ❞✐❡ ❜❡✐♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ❡♥tst❡❤❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❜❡✐ ❋P✷✵ ♥✐❡❞r✐❣❡r
❛❧s ❜❡✐ ❞❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ P❤♦♥♦♥❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❲är♠❡ ✐♠ ❋❡st❦ör♣❡r tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥✱
❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❢❡❤❧❡♥❞❡♥ ❋❡r♥♦r❞♥✉♥❣ ✐♠ ●❧❛s ❤ä✉✜❣❡r ❣❡str❡✉t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❤♦❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉✲
r❡♥ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❞❡r ▲❛s❡r✐♦♥❡♥ ♥❡❣❛t✐✈ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ✭s✐❡❤❡ ♥ä❝❤st❡r ❆❜s❝❤♥✐tt✮✱
s♣r❡❝❤❡♥ ♥✐❡❞r✐❣❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ❣❡❣❡♥ ❞✐❡ ❱❡r✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧s✳
❲✐❡ P❛s❝❤♦tt❛ ✐♥ ❬✺✻❪ ❡r❧ä✉t❡rt✱ s♣✐❡❧t ❞✐❡ ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ α ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡✐❧ ❞✉r❝❤
s✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ▲✐♥s❡ ✇❡r❞❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ■♠
❊①tr❡♠❢❛❧❧ ❦❛♥♥ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❛✉❝❤ ③✉r ▼❛t❡r✐❛❧③❡rstör✉♥❣ ❢ü❤r❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❩❡r✲
stör✉♥❣ ❛❜❡r ❡rst ❜❡✐ ✈✐❡❧ ❤ö❤❡r❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ❛✉❢tr✐tt ❛❧s ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡✱
✇✐r❞ s✐❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❜❡tr❛❝❤t❡t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❡♥tst❡❤t ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ♥♦❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ t❡♠♣❡✲
r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ➘♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❉❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞✐❡s❡♥ ❊✛❡❦t❡♥
❡r❣❡❜❡♥❞❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t
χ = (n− 1) · α + dn
dTˆ
✭✶✳✹✮
✐st ❡❜❡♥❢❛❧❧s ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✷ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ♥❡❣❛t✐✈❡♥ dn
dTˆ
❤❛❜❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤
❦❧❡✐♥❡r❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❡r ❆✉s❞❡❤♥✉♥❣s✲▲✐♥s❡♥❡✛❡❦t ✉♥❞
❞❡r dn
dTˆ
✲▲✐♥s❡♥❡✛❡❦t ❣❡❣❡♥s❡✐t✐❣ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛✉❢❤❡❜❡♥✳ ❩✉sät③❧✐❝❤ ❦❛♥♥ ❡s ❡✐♥❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡
✶✷✵♠♦❧✪❙r✭P❖3✮2✱ ✸✵♠♦❧✪❆❧❋2✱ ✶✵♠♦❧✪▼❣❋2✱ ✷✷♠♦❧✪❈❛❋2✱ ✶✽♠♦❧✪❙r❋2
✷❥❡ ♥❛❝❤ ❆✉s❜r❡✐t✉♥❣sr✐❝❤t✉♥❣✱ s✐❡❤❡ ❚❡①t
✷✵
❞✉r❝❤ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①ä♥❞❡r✉♥❣ ✉♥t❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡r ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡s ✇✉r❞❡ ③✳❇✳ ✈♦♥
❈❤é♥❛✐s ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✶✼❪ ❢ür ❨❜✿❨❆● ✉♥❞ ❨❜✿❑●❲ ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t
❜❧❡✐❜t ❤✐❡r ❛✉s ♠❡❤r❡r❡♥ ●rü♥❞❡♥ ③✉♥ä❝❤st ✉♥❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ✐st ❞✐❡s❡r ❚❡r♠
❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❋♦r♠ ✉♥❞ ❧❡t③t❧✐❝❤ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ❍❛❧t❡r✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧s✳ ❈❤é♥❛✐s ❡t
❛❧✳ ♠✉sst❡♥ ❞❛❢ür ♠❡❤r❡r❡ ◆ä❤❡r✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥✱ ❞✐❡ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛♥✇❡♥❞❜❛r s✐♥❞✳
❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❦❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r✇❡rt❡ ✈♦r✱
✉♠ s✐♥♥✈♦❧❧❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤❡ ③✉ ③✐❡❤❡♥✳
❉✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❞r❡✐❢❛❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ❑●❲ ❦♦♠♠❡♥ ③✉st❛♥❞❡✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧ ❛♥✐s♦tr♦♣
✐st✳ ❲✐❡ ❇✐s✇❛❧ ❡t ❛❧✳ ❬✶✵❪ ❡r❧ä✉t❡r♥✱ ❧ässt s✐❝❤ ❡✐♥❡ ❛t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ✐♠ ❑r✐st❛❧❧ ✜♥❞❡♥✿
❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞✐❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥ ❞❡s P✉♠♣✲ ❜③✇✳ ▲❛s❡r❧✐❝❤ts ❢❛❧❧❡♥ s♦❧❧✱ ❧ässt
s✐❝❤ ❞✐❡ ❛♥❞❡r❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❑r✐st❛❧❧s s♦ ❦✐♣♣❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ♥❡❣❛t✐✈❡ dn
dTˆ
✉♥❞ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ ♦♣t✐s❝❤ ❣❡♥❛✉ ❛✉❢❤❡❜❡♥✳
❆❧s ▼❛ß ❢ür ❞✐❡ ▲✐♥s❡♥✇✐r❦✉♥❣ ζ ✈♦♥ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞❡r ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❡✛❡❦t✐✈❡♠
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♠ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ✉♥❞ ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ❤❡r❛♥③✐❡❤❡♥✿
ζ =
(n− 1) · α + dn
dTˆ
k
✭✶✳✺✮
❊rst❡r❡r ❜❡st✐♠♠t ❧✐♥❡❛r ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥✱ ❧❡t③t❡r❡ ❜❡st✐♠♠t ✐♥
❞❡r ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r ❞✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥✳ ❆♥❤❛♥❞ ❞✐❡s❡s ▼❛✲
ß❡s s✐♥❞ ✐♥ ❈❛❋2 ✉♥❞ ✐♥ ❑●❲ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❛t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥
✈♦♥ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳
❉✐❡ ❆♥✐s♦tr♦♣✐❡ ❞❡s ❑●❲ ❤❛t ③✇❛r ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❛t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❡①✐st✐❡rt✱
❛❜❡r ❞❡♥ ◆❛❝❤t❡✐❧✱ ❞❛ss ❡s ❞❛❞✉r❝❤ ❛✉❝❤ ❞♦♣♣❡❧❜r❡❝❤❡♥❞ ✐st✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✻ ❣❡♥❛✉❡r
❡r❧ä✉t❡rt ✇✐r❞✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ✉♥♣♦❧❛r✐s✐❡rt❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ✉♥t❡r ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ❛✉❢ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧ tr❡✛❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉✐❡ ❉♦♣♣❡❧❜r❡❝❤✉♥❣ ✇ür❞❡ ❞❛♥♥ ❞❛③✉ ❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P✉♠♣st❛❤❧ ✐♥
③✇❡✐ ❙tr❛❤❧❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✇❡✐t ❡♥t❢❡r♥t❡♥ ❋♦❦✐ ❛✉❢❣❡t❡✐❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✇ür❞❡
s✐❝❤ ❜❡✐ ♠❡❤r❡r❡♥ P✉♠♣❞✉r❝❤❧ä✉❢❡♥ ✈❡r✈✐❡❧❢❛❝❤❡♥✱ ✇❛s ❞❡♥ P✉♠♣str❛❤❧ stör❡♥ ✇ür❞❡✳ ❉❛❤❡r
✇✐r❞ ❑●❲ ❤✐❡r ❛❧s ♠ö❣❧✐❝❤❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳
✶✳✸✳✷ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❆s♣❡❦t❡
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹ s✐♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ✈♦♥ ❨❜3+ ✐♥ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▼❛✲
t❡r✐❛❧✐❡♥ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ✉♠ ✽✵❑ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❛❢ür ✇✉r❞❡♥ ✈♦♥ ✉♥s
✉♥❞ ✈♦♥ ❏❛♠❜✉♥❛t❤❛♥ ❡t ❛❧✳ ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ✐♥ ❬✹✸✱ ✹✷❪ ✉♥❞ ❬✸✺❪ ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤t✳ ■♠ ❈❛❋2 ✉♥❞
✐♠ ❋P✲●❧❛s ❦❛♠ ❡s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r st❛r❦❡♥ P✉♠♣❡ ③✉ ❡✐♥❡r ❊r✇är♠✉♥❣✱ ❞❛❤❡r ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr✉♠s✳ ❉✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t❤✐❧❢❡
❞❡r ▼❝❈✉♠❜❡r✲❘❡❧❛t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❡r ❋ü❝❤t❜❛✉❡r✲▲❛❞❡♥❜✉r❣ ▼❡t❤♦❞❡ ❜❡st✐♠♠t✱ ✇✐❡ ✈♦♥ ✉♥s
✐♥ ❬✹✸❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞❛s ❙♣❡❦tr✉♠ ❞❡s ❣❧❡✐❝❤❡♥ ■♦♥s ❥❡✇❡✐❧s ❛♥❞❡rs
❛✉ss✐❡❤t✱ ✐st ❞❛r❛✉❢ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ❞❡r ■♦♥❡♥ ✈♦♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞
❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣ ❜❡❡✐♥✢✉sst ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈❡rä♥❞❡rt s✐❝❤ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡
❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡r ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✹✳✷✮✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣❡❦tr❛❧❧✐♥✐❡♥ s❝❤♠❛❧❡r
✷✶
✉♥❞ ❤ö❤❡r ✇❡r❞❡♥✳ ■♠ ❨❆● ✉♥❞ ▲✉❆● ❡rs❡t③t ❡✐♥ ❨❜✲■♦♥ ✐♠♠❡r ❣❡♥❛✉ ❡✐♥ ❨t✲ ❜③✇✳ ▲✉✲■♦♥
✐♠ ❑r✐st❛❧❧❣✐tt❡r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ■♦♥❡♥ ❛❧❧❡ ❣❡♥❛✉ ❞❛s ❣❧❡✐❝❤❡ ❙♣❡❦tr✉♠✳ ❉✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥✲
❞❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ✐st t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣✳ ■♠ ❋P✲●❧❛s ❤✐♥❣❡❣❡♥ s✐t③❡♥ ❞✐❡ ■♦♥❡♥
❛♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❙t❡❧❧❡♥ ♠✐t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡r♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡ ❱❡r❜r❡✐✲
t❡r✉♥❣ ✐st ❞❛s ❙♣❡❦tr✉♠ s❡❤r ❣❧❛tt ✉♥❞ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇❡♥✐❣✳ ■♠ ❈❛❋2 ❣✐❜t
❡s ♠❡❤r❡r❡ ❙t❡❧❧❡♥ ✐♠ ●✐tt❡r✱ ❛♥ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❨❜✲■♦♥❡♥ s❡t③❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❦ö♥♥❡♥ ❦♦❧✲
❧❡❦t✐✈❡ ❆♥♦r❞♥✉♥❣❡♥✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❈❧✉st❡r ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✹✮✳ ❇r❡✐t❡ ✉♥❞
❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊①tr❡♠❡♥ ✈♦♠ ●❧❛s ✉♥❞ ❨❆●✴▲✉❆●✳
❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ t②♣✐s❝❤❡ ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠✳ ❍✐❡r ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥
✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❱♦♥ ❞♦rt ❛✉s ❡rstr❡❝❦t s✐❝❤ ❞❛s ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❣rößt❡♥t❡✐❧s ✐♥ ❞❡♥
❦✉r③✇❡❧❧✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♥❞ ❞❛s ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ✐♥ ❞❡♥ ❧❛♥❣✇❡❧❧✐❣❡♥ ❇❡r❡✐❝❤✳ ❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥
✈♦♥ ❨❆● ✉♥❞ ▲✉❆● s✐♥❞ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❧✐❡❣t ❡t✇❛ ❜❡✐ ✾✻✾♥♠✳ ■♠ ❋P✷✵ s✐♥❞ ❡s ✾✼✺♥♠ ✉♥❞ ✐♠ ❈❛❋2
✾✽✵♥♠✳ ❏❡ ♥ä❤❡r ❞✐❡ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡r ❧✐❡❣❡♥✱ ❞❡st♦
❦❧❡✐♥❡r ✐st ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞❡r ✉♥✈❡r♠❡✐❞❜❛r❡ ❲är♠❡❡✐♥tr❛❣ ✐♥s ▼❛t❡r✐❛❧✳ ❉✐❡
❛♥❤❛♥❞ ❞❡s ❙♣❡❦tr✉♠ ♥✐❡❞r✐❣st❡ ❞❡♥❦❜❛r❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❢ür ❨❆● ✉♥❞ ▲✉❆● ✇är❡♥ ❡t✇❛
✶✵✵✵♥♠✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✉♠ ❡t✇❛ ❡✐♥❡ ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ❤ö❤❡r❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡
❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠✱ ♠üsst❡♥ ❛❜❡r ③✉sät③❧✐❝❤❡ ▼❛ß♥❛❤♠❡♥ ✉♥t❡r♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ▲❛s❡r❛❦✲
t✐✈✐tät ❞♦rt ③✉ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❜r❡✐t❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠s ❞❡s ❋P✲●❧❛s❡s ✐st
❤✐❡r ▲❛s❡r❛❦t✐✈✐tät ✈♦♥ ✾✾✷♥♠ ❜✐s ✶✵✼✵♥♠ ❞❡♥❦❜❛r✳ ❇❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s✱ ✇✐❡ ❞❛s ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ③❡✐❣t✱ ❞✐❡ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ■♦♥❡♥ ✐♠ ●r✉♥❞♥✐✈❡❛✉
t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt s✐❝❤ ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r✳
❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r t❡✐❧✇❡✐s❡ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ❢r❛❣❧✐❝❤✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❞❡r ▲❛✲
s❡r✐♦♥❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡rü❜❡r❣❛♥❣ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ t❡✐❧♥❡❤♠❡♥ ✇ür❞❡♥✳ ❇❡✐ ❈❛❋2 ✐st ❊♠✐ss✐♦♥ ❜✐s
❤✐♥❛❜ ③✉ ✾✾✷♥♠ ♦❞❡r ✾✾✻♥♠ ❞❡♥❦❜❛r✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡r tr✐tt ✇✐❡❞❡r ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤
❞✉r❝❤ ❑ü❤❧✉♥❣ r❡❞✉③✐❡r❡♥ ❧ässt✳ ❉✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡s ❆❜s♦r♣t✐♦♥s♣❡❛❦s ✐st ♠✐t ✶✱✽♥♠
❜❡✐ ✽✵❑ ❣r♦ß ❣❡♥✉❣✱ ✉♠ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡♥ ❉✐♦❞❡ ❬✽✵❪ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥
③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❬✸✹❪ ❜❡r✐❝❤t❡t ✇✐r❞✱ ✐st ❞❛s ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ❜❡✐ ❨❜✿❨❆● ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✿
❯♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✶✷✵❑ ✐st ❞✐❡ ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ♠✐t ❡t✇❛ ✵✱✷♥♠ ❋❲❍▼✲❇r❡✐t❡ s❡❧❜st ❢ür
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡ P✉♠♣q✉❡❧❧❡♥ ③✉ s❝❤♠❛❧✳
❉✐❡ ❣❡r✐♥❣st❡♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡ ✇❡✐s❡♥ ❛❧s♦ ❈❛❋2 ✉♥❞ ❋P✷✵ ❛✉❢✳ ❲✐❡ ❛❜❡r
s❝❤♦♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr✉♠ ❛♥❞❡✉t❡t✱ s✐♥❞ ❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉✲
r❡♥ ③✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞✐❡s❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ✐♠ ●❧❛s ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣
s❝❤✇❡r❡r ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❲❡♥♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✾✽✵♥♠ ❞✐❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
✈♦♥ ✶✵✸✷♥♠ ❛✉❢ ✾✾✷♥♠ r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✱ s✐♥❦t ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ✺✪ ❛✉❢ ✶✱✷✪✳ ❉✐❡ ❊r✲
✇är♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✇✐r❞ ❞❛♠✐t ✉♠ ✼✻✪ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❘✐❝❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥
s♦❧❝❤❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❞❡♠♦♥str✐❡r❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡r
❊✣③✐❡♥③ ❬✻✺❪✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r P❧❛♥✉♥❣ ❞❡r ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡✱ ✇✉r❞❡♥
✈♦♥ ❘✐❝❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ✇❡✐t❡r❡♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r❞❡s✐❣♥ ✸✺✪ ❊✣③✐❡♥③ ✭❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣
❣❡❣❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣✮ ❡rr❡✐❝❤t ❬✻✻❪✳
✷✷
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹✿ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✲❙♣❡❦tr❡♥ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❲✐rts❦r✐st❛❧❧❡❀ ❉❛t❡♥
❛✉s ❬✹✷❪ ✉♥❞ ❬✸✺❪✳
✷✸
◆❛tür❧✐❝❤ s♣✐❡❧t ❛✉❝❤ ❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❡✐♥❡ ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❛ ❡✐♥❡
❤♦❤❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❜❡✐♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥ ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ❢ür ❞✐❡ ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ r❡s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥
❱❡r❧✉st❡♥ ✐st ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✺✳✸✮✳ ❉✐❡s❡r ✐st ❢ür ♥✐❡❞r✐❣❡ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡ ❜❡✐ ❈❛❋2 ✉♥❞
❋P✷✵ ❛♠ ❣rößt❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❡s ❤✐❡r ♥❛tür❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s
❛♥❦♦♠♠t✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ r❡❞✉③✐❡rt ✇✐r❞✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥✇✐r❦✉♥❣✱ ❞❡r ❣✉t❡♥ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ❣❡✲
r✐♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✇✐r❞ ❈❛❧❝✐✉♠✢✉♦r✐❞ ❛❧s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳
✶✳✹ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❨❜3+✿❈❛❋2
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✇✐❝❤t✐❣❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❨❜3+✿❈❛❋2 ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡r❞❡♥ s♦✲
✇♦❤❧ ❞❛s ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❞✐s❦✉t✐❡rt ❛❧s ❛✉❝❤
❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ✉♥❞ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ❥❡✇❡✐❧s ✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r✳
✶✳✹✳✶ ❚❤❡r♠♦✲♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥
■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✸ s✐♥❞ ❞✐❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ❆r❜❡✐t ✇✐❝❤t✐❣st❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❈❛❋2 ✉♥❞ ❨❜✿❈❛❋2
❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣s✲
q✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ❋❛❝❤❧✐t❡r❛t✉r ❦♦♥tr♦✈❡rs ❞✐s❦✉t✐❡rt ❬✹✸✱ ✶✾✱ ✹✷❪✳ ■♥ ❈❛❋2 ✇✐r❞
❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ❞✉r❝❤ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛r❛✉✛♦❧❣❡♥❞❡
❊♠✐ss✐♦♥✱ s♦❣❡♥❛♥♥t❡s r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♣♣✐♥❣✱ ❡r❤ö❤t✳ ❉✐❡ ✈♦♥ ✉♥s ✐♥ ❬✹✸❪ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r
✐st ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡r ✈♦♥ ❉r✉♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾❪ ❦ür③❡r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡s r❛❞✐❛t✐♦♥ tr❛♣♣✐♥❣ ✈❡r♠✐❡❞❡♥
✇✉r❞❡✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❍ö❤❡ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡
❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❙♦ ❦♦♠♠❡♥ ❞✐❡ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡rt❡ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡♥ ③✉st❛♥❞❡✳ ●❡r❛❞❡ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞
❆❜s♦r♣t✐♦♥ s♦ st❛r❦ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❣❡♥❛✉❡ ❇❡st✐♠♠✉♥❣ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ s❡❤r
s❝❤✇✐❡r✐❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s✐♥❞ ❦r✐t✐s❝❤ ③✉ ❜❡tr❛❝❤t❡♥✳
❉✐❡ ✈♦♥ ❉r✉♦♥ ❡t ❛❧✳ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡♥ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐✲
❡♥t❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✐♥ ❬✶✶❪ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ✵✱✺♠♠ ❞✐❝❦❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ✷✱✾♠♦❧✪ ❨❜ ❞♦t✐❡rt❡♥ ❈❛❋2✲❑r✐st❛❧❧
❣❡♠❡ss❡♥✳ ❙✐❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥ s✐❝❤ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✭❞✐❡s♠❛❧ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣
❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡♥ ❲❡rt❡♥✱ ✇❡✐❧ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ●❡♦♠❡tr✐❡✲◆ä❤❡r✉♥❣❡♥
❢ür ❞✐❡ ❙♣❛♥♥✉♥❣s❜❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♥✐❝❤t ❣❛♥③ ③✉tr❡✛❡♥❞ s✐♥❞ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣
❢ür ✉♥❞♦t✐❡rt❡s ▼❛t❡r✐❛❧ ❡r❢♦❧❣t❡✳
▼✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r s✐♥❦❡♥ ❞✐❡ t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ✇❛s ③✉ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥ ❢ü❤rt✳ ❆✉❢ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❤❛t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❜❡♠❡r❦❡♥s✲
✇❡rt❡r ❲❡✐s❡ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉ss✳ ❉❛s ❞❡✉t❡t ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❤✐♥✳ ❋ür r❡✐♥❡s ❈❛❋2
✇ür❞❡ ❡✐♥❡ s✐♥❦❡♥❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ③✇❛r ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✈❡r❜❡ss❡rt❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❜❡❞❡✉✲
t❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❲❡❣❧ä♥❣❡ ❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r st❡✐❣t✳ ❉✐❡s❡r ❊✛❡❦t
✐st✱ ✇✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥ ✈♦♥ P♦♣♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ③❡✐❣❡♥✱ ❜❡✐ ❞♦t✐❡rt❡♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❣❡r✐♥❣❡r
♦❞❡r ❦❡❤rt s✐❝❤ s♦❣❛r ✉♠✳ ❉✐❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ✇✐r❞ ❜❡✐ ✸♠♦❧✪
✷✹
❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✸✿ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❈❛❋2 ✉♥❞ ❨❜✿❈❛❋2 ❜❡✐ ✷✼✸❑ ✉♥❞ ✼✼❑❀ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❬✶✾❪ s♦✇❡✐t
♥✐❝❤t ❛♥❞❡rs ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳
✉♥❞♦t✐❡rt❡r ❑r✐st❛❧❧ ❈❛❋2 ❜❡✐ ✷✼✸❑ ❈❛❋2 ❜❡✐ ✼✼❑
❙❝❤♠❡❧③♣✉♥❦t ✶✻✾✶❑
❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① n ❜❡✐ ✶➭♠ ✶✱✹✷✾ ✶✱✹✸✺
◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r❡r ■♥❞❡① nˆ ✶✱✾·10−20♠2
❲
❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t k ✾✱✼ ❲
♠❑
✻✽ ❲
♠❑
❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣ α ✶✽✱✾10
−6
❑
✹✱✺10
−6
❑
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t dn
dTˆ
✲✶✶✱✸10
−6
❑
✲✸10
−6
❑
❡✛❡❦t✐✈❡r t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r
❑♦❡✣③✐❡♥t χ
✭❜❡r❡❝❤♥❡t ✐♥❝❧✳ ❙♣❛♥♥✉♥❣✮
✲✶✶✱✸10
−6
❑
✲✸✱✶✻10
−6
❑
❞♦t✐❡rt❡r ❑r✐st❛❧❧ ≈✷✱✺✪ ❨❜✿❈❛❋2 ❜❡✐ ✷✼✸❑ ❨❜✿❈❛❋2 ❜❡✐ ✼✼❑
▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ✷✱✹♠s
▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❬✹✸❪ ✶✱✾♠s ✶✱✾♠s
❙ätt✐❣✉♥❣s✐♥t❡♥s✐tät IS ✸✷ ❦❲❝m2 ✶✼
❦❲
❝m2
❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t k ✺✱✹ ❲
♠❑
✹✱✾ ❲
♠❑
❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t k ❜❡✐ ✸✪
❉♦t✐❡r✉♥❣ ❬✻✹❪
✹ ❲
♠❑
✷✱✽✻ ❲
♠❑
♠❛①✐♠❛❧❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲
✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σab
✵✱✺✹·10−20cm2 ✶✱✼·10−20cm2
♠❛①✐♠❛❧❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲
✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σab ❬✹✷❪
✵✱✻·10−20cm2 ✶✱✾·10−20cm2
❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt
❜❡✐ ♠❛①✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ σemP
✵✱✹✽·10−20cm2 ✵✱✻✷·10−20cm2
❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt
❜❡✐ ♠❛①✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ σemP ❬✹✷❪
✵✱✽✻·10−20cm2 ✷✱✻·10−20cm2
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡r ❑♦❡✣③✐❡♥t χ
✭❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❲❡rt❡ ❜❡✐
✷✱✾♠♦❧✪✮
✲✶✼✱✽10
−6
❑
✲✷✱✹✺10
−6
❑
❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡
❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λfl
✶✵✵✺♥♠ ✶✵✶✽♥♠
❧✐❡❣❡♥✳ ❋ür s♦❧❝❤❡ ❑♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥❡♥ ❧✐❡❣t ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✶✷✵✲✸✵✵❑ ❢❛st ✉♥✈❡r✲
ä♥❞❡rt ❜❡✐ ✹ ❲
♠❑
✉♥❞ s✐♥❦t ❞❛♥♥ ✐♥ ❘✐❝❤t✉♥❣ ✺✵❑ ❛❜ ❛✉❢ ✷ ❲
♠❑
✳ ❉✐❡ ♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❉♦t✐❡r✉♥❣
❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❢ü❤rt ❞❡r ❆✉t♦r ❛✉❢ ❨❜✲❈❧✉st❡r ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ③✉rü❝❦✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❢r❡✐❡
❲❡❣❧ä♥❣❡ ❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥ ❜❡❣r❡♥③❡♥ ✉♥❞ ③✐t✐❡rt ❙tr✉❦t✉r✉♥t❡rs✉❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❙✳ ❆✳ ❑❛s❛♥s✲
❦✐✐ ❬✸✽❪✱ ✇❡❧❝❤❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❥❡✇❡✐❧s s❡❝❤s ❨❜✲■♦♥❡♥ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❈❧✉st❡r ❜❡t❡✐❧✐❣t s✐♥❞✿ ❉❛s ✐st
❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❈❧✉st❡rstr✉❦t✉r✱ ❞✐❡ ✐♥ ❬✻✷❪ ✉♥❞ ❬✼✵❪ ❢ür ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr❡♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ ❣❡✲
♠❛❝❤t ✇✐r❞✳ ❉❡r ❊✛❡❦t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❞♦t✐❡rt❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r
❚❡♠♣❡r❛t✉r s✐♥❦t✱ ✐st t②♣✐s❝❤ ❢ür ✉♥❣❡♦r❞♥❡t❡ ❙②st❡♠❡ ✇✐❡ ●❧äs❡r ❬✻✹❪✳ ❉❛ ❞✐❡ ❨❜3+✲■♦♥❡♥
❛✉❢❣r✉♥❞ ✐❤r❡r ✉♥♣❛ss❡♥❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣ ♥✐❝❤t stör✉♥❣s❢r❡✐ ✐♥s ●✐tt❡r ❡✐♥❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱
✇✐r❞ ❜❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡r ❉♦t✐❡r✉♥❣ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ ❞✐❡ ❖r❞♥✉♥❣ ❞❡s ❑r✐st❛❧❧s ❣❡stört✳
✷✺
✶✳✹✳✷ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✉♥❞ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r
❉❛s ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✈♦♥ ❨tt❡r❜✐✉♠3+✿❈❛❧❝✐✉♠✢✉♦r✐❞ ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺ ❞❛r❣❡st❡❧❧t
✉♥❞ ♠✐t ♥✉r ③✇❡✐ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❡✐♥❢❛❝❤✳ ■♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞ ❞❡s ❑r✐st❛❧❧s
✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❡♥t❛rt❡t❡♥ ◆✐✈❡❛✉s 2❋7/2 ✉♥❞ 2❋5/2 ❥❡✇❡✐❧s ✐♥ ✹ ❜③✇✳ ✸ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ❛✉❢❣❡✲
s♣❛❧t❡♥✳ ■♠ ❇✐❧❞ s✐♥❞ ✇✐❝❤t✐❣❡ Ü❜❡r❣ä♥❣❡ ♠✐t ✐❤r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③❡♥
❞❡r ◆✐✈❡❛✉s ❜❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ●r✉♥❞♥✐✈❡❛✉ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❉✐❡ ❊♥❡r❣✐❡✲❉❛t❡♥ st❛♠♠❡♥ ❛✉s ❡✐♥❡r
❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥ P❡t✐t ❡t ❛❧✳ ❬✻✷❪✳ ❉♦rt ✇✉r❞❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ st❛r❦ ❞♦t✐❡r✲
t❡♠ ❨❜✿❈❛❋2 ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡♠ ❤✐❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✇❡♥✐❣❡♥
Pr♦③❡♥t ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❨❜✲❈❧✉st❡r ❢ür ❞❡♥ ❣rößt❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❲❡✲
❣❡♥ ❞✐❡s❡r ❈❧✉st❡r ✉♥❞ ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ♠✐t P❤♦♥♦♥❡♥ ✐st ❞❛s ❙♣❡❦tr✉♠ ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡
❡✐♥❣❡③❡✐❝❤♥❡t❡♥ ❙♣❡❦tr❛❧❧✐♥✐❡♥ ❜❡❣r❡♥③t✱ s♦♥❞❡r♥ ❜r❡✐t❡r✳
❉✉r❝❤ ❞❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ❨❜✿❈❛❋2 s❡❤r
❤♦❝❤ s❡✐♥✳ ❑✉❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡s❡ ♣❤♦t♦✲❛❦✉st✐s❝❤ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❘❡❢❡r❡♥③ ❢ür ❞✐❡
❱❡r♠❡ss✉♥❣ ✈♦♥ ●❧äs❡r♥ ③✉ ❤❛❜❡♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ❡r❣❛❜ ηQ = ✵✱✾✽± ✵✱✵✸✳ ❇♦✉❞❡✐❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪
❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡ ▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ✐♥❞❡♠ ✹✵❲ ♦♣t✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✐♥ ❡✐✲
♥❡♠ ✷✷✵➭♠✲❋♦❦✉s ❡✐♥❡r ❈❛❋2✲Pr♦❜❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❲är♠❡❜✐❧❞❛✉❢♥❛❤♠❡♥ ❣❡♠❛❝❤t
✇✉r❞❡♥✳ ❙✐❡ ❡r❤✐❡❧t❡♥ ❢ür ✐❤r❡ Pr♦❜❡ ηQ = ✵✱✾✾✸✳ ❉✐❡s❡ ❤♦❤❡♥ ❲❡rt❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❡✐♥❢❛❝❤❡ ❊♥❡r❣✐❡♥✐✈❡❛✉s❝❤❡♠❛ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆❜✇❡s❡♥❤❡✐t ✈♦♥ ❊❙❆ ✉♥❞ ❞❡r ♠❡✐st❡♥ ❛♥❞❡r❡♥
❱❡r❧✉st♣r♦③❡ss❡ ❡r❦❧är❡♥✳
❲✐❡ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✹ ③✉ s❡❤❡♥✱ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ❞❛s ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❞❛s ❊♠✐s✲
s✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❜❡✐ ❝❛✳ ✾✽✵♥♠ ✐♥ ❞❡r ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡✳ ❉✐❡s❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡♠ Ü❜❡r❣❛♥❣
③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ✉♥t❡rst❡♥ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s✳ ❯♠ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❦❧❡✐♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ ✈♦♥
❞❡♥ ❤♦❤❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡♥ ✭❥❡ ♥❛❝❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✵✱✻✳✳✶✱✾·10−20❝♠2✮ ③✉ ♣r♦✜t✐❡r❡♥✱
✇✐r❞ ❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞✐❡ P✉♠♣❞✐♦❞❡ ❜❡tr✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐st ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶ ❣❡♥❛✉❡r
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❏❡ ♥❛❝❤ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❦❛♥♥ ❨❜3+ q✉❛s✐ ❛❧s ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠
❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ✭P✉♠♣❡ ✾✹✵♥♠✱ ▲❛s❡r ✶✵✸✵♥♠✮✱ ♦❞❡r ❛❧s q✉❛s✐✲✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✭P✉♠♣❡
✾✹✵♥♠✱ ▲❛s❡r ✾✽✵♥♠✮✱ ♦❞❡r ❛✉❝❤ ❛❧s q✉❛s✐✲✐♥✈❡rs❡s✲✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✭P✉♠♣❡ ✾✽✵♥♠✱ ▲❛s❡r
✶✵✸✷♥♠✮✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ♠✉ss ♠❛♥ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s t❤❡r♠✐s❝❤ ❜❡s❡t③t s✐♥❞✳ ■♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺ ✐st ❞❛s ❞✉r❝❤ ❞✐❡ kBTˆ ✲❑❧❛♠♠❡r♥ s②♠❜♦❧✐s✐❡rt✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❙②st❡♠❡ ✈♦♥ ❞❡♥
✒❡❝❤t❡♥✏ ✸✲ ✉♥❞ ✹✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥ ❛❜③✉❣r❡♥③❡♥✱ ❞✐❡♥t ❞❛s ✒q✉❛s✐✏ ✐♥ ❞❡r ❇❡③❡✐❝❤♥✉♥❣✳ ❉✐❡
❊♥❡r❣✐❡❞✐✛❡r❡♥③❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r P❤♦♥♦♥❡♥❡♥❡r❣✐❡♥✳ ❉✉r❝❤
❞❡r❡♥ ♣❡r♠❛♥❡♥t❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❡r ❇❡s❡t③✉♥❣s③✉st❛♥❞ ❡✐♥❡s ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ❚❡✐❧ ❞❡s
t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤ts ❞❡s ❲✐rts❦r✐st❛❧❧s✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s
❞❛rü❜❡r ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥✱ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡ ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ✉♥t❡r❡♥ ❜③✇✳ ♦❜❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉ ❛✉❢ ❞✐❡ ❡✐♥✲
③❡❧♥❡♥ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ✈❡rt❡✐❧❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t ✇✐r❞✱ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞✐❡
❇❡s❡t③✉♥❣ ❡✐♥❡r ❞✐s❦r❡t❡♥ ❇♦❧t③♠❛♥♥✈❡rt❡✐❧✉♥❣✿
Nj = N0 · exp
(
Ej − E0
kB · Tˆ
)
✭✶✳✻✮
✷✻

❧ässt s✐❝❤ ❞❛s ❛❜❡r ❞✉r❝❤ ❞❛s ❑ü❤❧❡♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s r❡❞✉③✐❡r❡♥✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✺ s✐♥❞
❛✉❝❤ ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s✈❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ❢ür ❞✐❡ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ❜❡✐ ✸✵✵❑ ✉♥❞ ❜❡✐ ✽✵❑ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡
❛✉❢ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✻ ❜❛s✐❡r❡♥✳ ❆♥❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✱ ✇✐❡ ✈✐❡❧❡ ❞❡r ❊❧❡❦tr♦♥❡♥ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ❜③✇✳ ✉♥t❡r❡♥
◆✐✈❡❛✉ ❥❡✇❡✐❧s ❛✉❢ ❞✐❡s❡s ❙✉❜♥✐✈❡❛✉ ❡♥t❢❛❧❧❡♥✳ ❆✉s ❞❡♥ ❩❛❤❧❡♥ ✇✐r❞ ❦❧❛r✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠✐t ❞❡r
s✐♥❦❡♥❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡ ❇❡✈ö❧❦❡r✉♥❣ ❞❡s ✶✶✵ 1
❝♠
✲◆✐✈❡❛✉s ✉♠ ♠❡❤r ❛❧s ✻✵✪ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❊✐♥
ä❤♥❧✐❝❤❡r ❊✛❡❦t tr✐tt ❢ür ❞❡♥ ✶✵✸✷♥♠✲Ü❜❡r❣❛♥❣ ❡✐♥✱ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❛r ❞❡ss❡♥ ✉♥t❡r❡s ▲❛s❡r✲
♥✐✈❡❛✉ ❛✉❝❤ s❝❤♦♥ ❜❡✐ ✸✵✵❑ ❦❛✉♠ ♥♦❝❤ ❜❡s❡t③t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ✈♦♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠✐t
❞❡r ❑ü❤❧✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ■♦♥❡♥ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❡r❤ö❤t✱ ✇❛s ✇✐❡❞❡r✉♠ ❞✐❡
❊♠✐ss✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡r✇ü♥s❝❤t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈❡rstär❦t✳
❉✐❡ ❦r②♦❣❡♥❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ✇✐r❞ ❤✐❡r ❛❧s♦ ❡①♣❧✐③✐t ♥✐❝❤t ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ✉♠ ❞✉r❝❤ ❣r♦ß❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✲
❞✐✛❡r❡♥③ ✈✐❡❧ ❲är♠❡ ❛❜③✉tr❛♥s♣♦rt✐❡r❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ✉♠ ❞❡♠ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss s♦ ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✱
❞❛ss ✇❡♥✐❣❡r ❲är♠❡ ❡♥tst❡❤t✳
❉✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st ❞❡r ❙❝❤✇❡r♣✉♥❦t ❞❡s ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠s✳
❙✐❡ ❣✐❜t ❆✉s❦✉♥❢t ü❜❡r ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❜❡✐ r❡✐♥❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✱ ❛❧s♦ ❢ür ❞❡♥ P✉♠♣❧❡✐s✲
t✉♥❣s❜❡r❡✐❝❤ ❜✐s ❤✐♥ ③✉r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❣❡s❛♠t❡♥ ▲❛✲
s❡r❜❡tr✐❡❜s ❛✉❢r❡❝❤t❡r❤❛❧t❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✱ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜s ❞❛s ▲❛s❡r✲
♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✢✉♦r❡s③✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❡r✇är♠t✳ ❊✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡
▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❤✐❧❢t✱ ❞✐❡s❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❣❡r✐♥❣ ③✉ ❤❛❧t❡♥✳ ▼✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r st❡✐❣t ❞✐❡
❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❧❡✐❝❤t ❛♥✱ ✈♦r ❛❧❧❡♠ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥
✾✺✵♥♠ ✉♥❞ ✾✼✺♥♠ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜❦ü❤❧✉♥❣ ❢❛st ✈ö❧❧✐❣ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡t✳
✶✳✹✳✸ ❊✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡
❉✐❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t ❡✐♥❡s ❊❧❡❦tr♦♥s ♠✐t ❡✐♥❡♠ P❤♦t♦♥ ✇✐r❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt σ(λ) [♠2] ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳ ❉❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡❢✲
✜③✐❡♥t γ ✐♠ ▲❛♠❜❡rt✲❇❡❡r✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛♠✐t ❛❧s Pr♦❞✉❦t ❛✉s ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣s✲
q✉❡rs❝❤♥✐tt ✉♥❞ ■♦♥❡♥❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❜③✇✳ ❉♦t✐❡r✉♥❣s❞✐❝❤t❡ C [ 1
♠3
] ❛✉✛❛ss❡♥✿
P
P0
= exp(γ · L) = exp(σ · C · L) ✭✶✳✼✮
❉❛❜❡✐ st❡❧❧❡♥ P ✉♥❞ P0 ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♥❛❝❤ ✉♥❞ ✈♦r ❞❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❞❛r✱ L ❞✐❡ ▲ä♥❣❡
❞❡s ▼❡❞✐✉♠s✳ ❉❡r ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❧ässt s✐❝❤ s♦✇♦❤❧ ❢ür ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✭γ < 0✮ ❛❧s ❛✉❝❤
❢ür ❊♠✐ss✐♦♥s♣r♦③❡ss❡ ✭γ > 0✮ ❞❡✜♥✐❡r❡♥✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤✲
❧✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ♦❜❡♥
❡r✇ä❤♥t❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡r ◆✐✈❡❛✉s ❦♦♠♠t ❡s ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉ ❆❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❛✉❢ ❞❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉ st✐♠✉❧✐❡rt❡r ❊♠✐ss✐♦♥✳ ❉❛❤❡r ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥
❙♣❡❦tr❡♥ ✭s✐❡❤❡ ❇✐❧❞ ✶✳✹✮ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ❦♦♠❜✐♥✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s✲
✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ β ❞❡✜♥✐❡rt ❛❧s ❞❡r ❆♥t❡✐❧ ❞❡r
■♦♥❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ✐♠ 2F5/2✲◆✐✈❡❛✉ ❜❡✜♥❞❡♥✿
β =
n2
C
✭✶✳✽✮
✷✽
❍✐❡r st❡❧❧t n2 [ 1♠3 ] ❞✐❡ ❉✐❝❤t❡ ❞❡r ■♦♥❡♥ ✐♠
2F5/2✲◆✐✈❡❛✉ ❞❛r✳ ❯♠ ❞❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣s✲
q✉❡rs❝❤♥✐tt σeff ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr✉♠ σem ♠✐t ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ■♦♥❡♥
✐♠ ♦❜❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉ ✉♥❞ ❞❛s ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ σab ♠✐t ❞❡♠ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ■♦♥❡♥ ✐♠ ✉♥t❡r❡♥
◆✐✈❡❛✉ ❣❡✇✐❝❤t❡t✿
σeff = σem · β − σab · (1− β) = β · (σem + σab)− σab ✭✶✳✾✮
❉✐❡s❡ ●röß❡ ♠❛❝❤t ♥❛tür❧✐❝❤ ♥✉r ❢ür ❡✐♥❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t❤❡✐t ✈♦♥ ▲❛s❡r✐♦♥❡♥ ❙✐♥♥✱
♥✐❝❤t ❢ür ❡✐♥ ❡✐♥③❡❧♥❡s ■♦♥✳ ❉✐❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✐♥ ❞❡r
●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ 10
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❝m3
❧✐❡❣❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡s❡ st❛t✐st✐s❝❤❡ ●❡s❛♠t❤❡✐t ❛✉❝❤ ❢ür P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡
✐♥ ❞❡r ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✈♦♥ ✺✵✵➭♠ ✉♥❞ ❦❧❡✐♥❡r ♥♦❝❤ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ❣❡❣❡❜❡♥ ✐st✳
❉✐❡s❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ✐st ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻ ❢ür ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ❜✐s ✵✱✹ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ◆✉❧❧ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❡♠ r❡✐♥❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt✳ ❲✐❡
③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❡✐♥❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡ ❱❡rstär❦✉♥❣✱
s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❜t s✐❝❤ ❛✉❝❤✳ ❉❡r ●r✉♥❞ ❞❛✲
❢ür ✐st✱ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞❛s P✉♠♣❡♥ ♥✐❝❤t ♥✉r ❞❛s ♦❜❡r❡ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉ ❜❡✈ö❧❦❡rt ✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥
❛✉❝❤ ❞❛s ●r✉♥❞♥✐✈❡❛✉ ❡♥t✈ö❧❦❡rt✱ ✇♦♠✐t ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❦ür③❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥
s✐♥❦t✳ ❙❝❤♦♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ✵✱✷ s✐♥❞ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣❡♥ ❜❡✐ ❝❛✳ ✾✾✷♥♠ ✉♥❞ ✶✵✸✷♥♠
❣❧❡✐❝❤ st❛r❦✳ ❋ür ❤ö❤❡r❡ ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥ ✐st ❞❛s ▼❛①✐♠✉♠ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt ✐st ❛✉❝❤✱
❞❛ss ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ✾✽✵♥♠✱ ❛❧s♦ ❞❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱ ♠✐t ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ s✉♣❡r✲❧✐♥❡❛r
❛❜♥✐♠♠t✳ ▼❛♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡ ❞❛s ♠✐t ❞❡r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ✾✹✵♥♠✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛♥
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻✿ ❊✛❡❦t✐✈❡r ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ✈♦♥ ❨❜✿❈❛❋2 ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ■♥✈❡rs✐♦♥❡♥
❜❡✐ ✽✵❑✳ ❇❡r❡❝❤♥❡t ❛✉s ❉❛t❡♥ ❛✉s ❬✹✷❪✳
✷✾
❞❡♠ ❣r♦ß❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❜❡✐ ✾✽✵♥♠✳ ❉✐❡ ■♦♥❡♥ ✐♠ ♦❜❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉ tr❛❣❡♥
♠✐t ✐❤r❡♠ ❣r♦ß❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ③✉r ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❆❜✲
s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ s♣✐❡❧t ❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t ❜❡✐ ✾✹✵♥♠ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ✇❡✐❧
❞♦rt ❦❡✐♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳
❉❡r ③✉ ❦♦♥str✉✐❡r❡♥❞❡ ❨❜✿❈❛❋2 ▲❛s❡r s♦❧❧ ❛❧s♦ ❜❡✐ ✾✽✵♥♠ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤
✾✾✵✲✶✵✸✺♥♠ ❧❛s❡♥ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t ✇❡r❞❡♥✳
✶✳✺ ❉❡r ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❋✉♥❦t✐♦♥s✇❡✐s❡ ✈♦♥ ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥
❡r❧ä✉t❡rt✳ ■♥ ❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡ ✉♥❞ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✱ ❤✐❡r
✇✉r❞❡♥ s✐❡ ❥❡✇❡✐❧s ❢ür ❨❜3+ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❆✉s ❞✐❡s❡♥ ❩✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣❡♥ ✇✐r❞ ❞❛♥♥ ❡✐♥ P✉♠♣✲
❦♦♥③❡♣t ✉♥❞ ❡✐♥ ▲❛s❡r❞❡s✐❣♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✱ ❜❡✈♦r ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ❉❡s✐❣♥s
❛✉s❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇❡r❞❡♥✳
✶✳✺✳✶ ❉✐❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
▼✐t ❞❡♥ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✼ ❡✐♥❣❡❢ü❤rt❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡♥ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥✲
❣❡♥ ❢ür ❨❜3+ ❢♦❧❣❡♥❞❡r♠❛ß❡♥ ❛✉❢s❝❤r❡✐❜❡♥✿
∂n1
∂t
=
n2
τ
+ n2 · c · φ(λ) · σem(λ)− n1 · c · φ(λ) · σab(λ) ✭✶✳✶✵✮
∂n2
∂t
= −∂n1
∂t
✭✶✳✶✶✮
❉❛❜❡✐ st❡❧❧❡♥ n1 ✉♥❞ n2 ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥ ❞❡s 2F5/2 ✲ ❜③✇✳ 2F7/2 ✲◆✐✈❡❛✉s✱ φ ❞✐❡
P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❬ 1
m3
❪ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ τ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❞❡s ♦❜❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉s ❞❛r✳
❉✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❡r❢❛sst ❞❛❜❡✐ s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣✳
❉✐❡ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ü❜❡r ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ s❡♣❛r❛t ❢ür ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✐st
❤✐❡r s✐♥♥✈♦❧❧❡r ❛❧s ❥❡♥❡ ❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❆❜stä♥❞❡ ❞❡r ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s ❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣ s✐♥❞✱
✉♠ ❡✐♥❡ ✒❣❡♠❡✐♥s❛♠❡✏ ❇❡s❡t③✉♥❣ ③✉ r❡❝❤t❢❡rt✐❣❡♥✱ ❛❜❡r ✇❡✐t ❣❡♥✉❣ ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r✱ ✉♠ ♥✐❝❤t
♠❡❤r ✈♦♥ ❊♥t❛rt✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ g1/2 ③✉ s♣r❡❝❤❡♥✱ s♦♥❞❡r♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ σab ✉♥❞ σem ❛♥❣❡❜❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✐st ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❡ ✐♥ ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ s♦✇♦❤❧
❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ P✉♠♣sätt✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♠✐t
❡r❢❛sst✳ ▼✐t ♦❜✐❣❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❧❛✉t❡t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✵✿
∂n1
∂t
=
n2
τ
+ C · c · φ(λ) · σeff (λ, n1,n2) ✭✶✳✶✷✮
❉✐❡s❡ ❙❝❤r❡✐❜✇❡✐s❡ ✐st ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✱ ✉♠ ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛❧❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ③✉ ❧ös❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❇❡✲
s❡t③✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥ ✐♠ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞ ❉❛❢ür ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤t s✐❡✱
❞❛ss ❞❛s P❤♦t♦♥❡♥❢❡❧❞ ✐♠ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tt ♠✐t ❞❡♥ ❛❦t✐✈❡♥ ■♦♥❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲❡❝❤✲
s❡❧✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ✐♥t❡r❛❣✐❡rt✱ ♦❤♥❡ ❞❛ss ❡s ❡s ❞❛r❛✉❢ ❛♥❦♦♠♠t✱ ♦❜ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❡✐♥③❡❧♥❡♥
✸✵
■♦♥ ♥✉♥ ❣❡r❛❞❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ♦❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥ st❛tt✜♥❞❡t✳ ❉❛s Pr♦❞✉❦t φ(λ) · σ(λ) ✐st ❞❛❜❡✐ ③✉
✈❡rst❡❤❡♥ ❛❧s ♣✉♥❦t✇❡✐s❡ ▼✉❧t✐♣❧✐❦❛t✐♦♥✱ ❢❛❧❧s ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❛✉s ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥
❜❡st❡❤t✱ ♦❞❡r ❛❧s
´
φ′(λ) · σ(λ)dλ ❢❛❧❧s ❡✐♥ ❜r❡✐t❡s ❙♣❡❦tr✉♠ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❋ür ❡✐♥ s❝❤♠❛❧❡s
P✉♠♣s♣❡❦tr✉♠ φP ✉♥❞ ❡✐♥ s❝❤♠❛❧❡s ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ φL ✇ür❞❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✵ ❧❛✉t❡♥✿
∂n1
∂t
=
n2
τ
+ n2 · c · (φP · σemP + φL · σemL)− n1 · c · (φP · σabP + φL · σabL) ✭✶✳✶✸✮
❉✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡s ✉♥t❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉s st❡✐❣t ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❞❡s ♦❜❡r❡♥ ◆✐✈❡✲
❛✉s ✭❡rst❡r ❚❡r♠✮ ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❛✉❢ P✉♠♣✲ ✉♥❞ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
✭③✇❡✐t❡r ❚❡r♠✮ ✉♥❞ s✐♥❦t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢ P✉♠♣✲ ✉♥❞ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭❞r✐tt❡r
❚❡r♠✮✳ ❉❛s ❩✉s❛♠♠❡♥s♣✐❡❧ ✈♦♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❜❡✇✐r❦t
❞✐❡ ❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✲ ❜③✇✳ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲
❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❢ür ❡✐♥❡ s♣❡③✐❡❧❧❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭■♥❞✐③❡s L ❢ür ▲❛s❡r ❜③✇✳ P ❢ür P✉♠♣❡✮
♥✐❝❤t ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✱ ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ❊①✐st❡♥③ ✈♦♥ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s✳ ❉✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡s ❙✉❜♥✐✈❡❛✉s✱ ✈♦♥
❞❡♠ ❛✉s ❡♠✐tt✐❡rt ✇✐r❞✱ ✐st ♥✐❝❤t ❣❡♥❛✉ n2 s♦♥❞❡r♥ ❥❡♥❡r ❇r✉❝❤t❡✐❧ ❞❛✈♦♥✱ ❞❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✐♥
●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✻ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❛✉❢ ❥❡♥❡♠ ❙✉❜♥✐✈❡❛✉ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❉✐❡
❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❊♥t❛rt✉♥❣s❢❛❦t♦r❡♥ s✐♥❞ ❤✐❡r q✉❛s✐ ✐♥ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡
❡✐♥❣❡✢♦ss❡♥✳
❆✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✸ ✇✐r❞ ❛✉❝❤ ❡r❦❡♥♥t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥✲
❣❡ ✭φL · σabL✮ ❦❡✐♥❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ♦❞❡r ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❊✣③✐❡♥③ ❜❡✇✐r❦t✿ ❉✉r❝❤
s✐❡ ✇✐r❞ ✇✐❡❞❡r ❡✐♥ ■♦♥ ✐♠ ◆✐✈❡❛✉ n2 ❡r③❡✉❣t✳ ❉❛ ❞✐❡s❡r q✉❛s✐✲P✉♠♣✈♦r❣❛♥❣ ❣❡♥❛✉ ♠✐t ❞❡r
▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥st❛tt❡♥ ❣❡❤t✱ ✇✐r❞ ❡s ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❡r♥❡✉t❡♥ ❊♠✐ss✐♦♥ ❦❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ ◗✉❛♥✲
t❡♥❞❡❢❡❦t ❣❡❜❡♥✳ ❲✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✷ s❝❤♦♥ ③❡✐❣t✿ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡r P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛❧s ❛✉❝❤
❜❡✐ ❞❡r ▲❛s❡r❡♠✐ss✐♦♥ ❦♦♠♠t ❡s ♥✉r ❛✉❢ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜③✇✳ ❱❡rstär❦✉♥❣
❛♥✱ ❛✉❝❤ ✇❡♥♥ ❛♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ■♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥③❡✐t❧✐❝❤ ❞❡r ❣❡❣❡♥t❡✐❧✐❣❡ Pr♦③❡ss st❛tt✜♥❞❡t✳
✶✳✺✳✷ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡♥
❊✐♥ ▲❛s❡rr❡s♦♥❛t♦r ❜❡st❡❤t ❛✉s ❡✐♥❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑❛✈✐tät ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠✳ ❉✐❡ ♦♣t✐✲
s❝❤❡ ❑❛✈✐tät ✇✐r❞ ♠❡✐st ♠✐t ❙♣✐❡❣❡❧♥ r❡❛❧✐s✐❡rt✱ ❞✐❡ s♦ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t s✐♥❞✱ ❞❛ss ▲✐❝❤t ❛✉❢ ✐❤r❡r
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞✐❡ ❑❛✈✐tät ♥✐❝❤t ✈❡r❧❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉❛❜❡✐ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❡t ♠❛♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥
❘❡s♦♥❛t♦r❡♥✱ ❞✐❡ ③✇❡✐ ❊♥❞s♣✐❡❣❡❧ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❘✐♥❣r❡s♦♥❛t♦r❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ▲✐❝❤t ❞r❡✐ ♦❞❡r
♠❡❤r ❙♣✐❡❣❡❧ ✐♠♠❡r ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ♣❛ss✐❡rt✳ ❇❡❞✐♥❣t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❙♣✐❡❣❡❧❣❡♦♠❡✲
tr✐❡ ❦ö♥♥❡♥ s✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät st❛❜✐❧❡ ▼♦❞❡♥ ❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛s s✐♥❞ ▲✐❝❤t❢❡❧❞❡r✱ ❞✐❡ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡r
❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❯♠❧ä✉❢❡♥ ✐♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät ✇✐❡❞❡r ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❛✉s✇❡✐✲
s❡♥ ✇✐❡ ③✉✈♦r✱ ❛❧s♦ st❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ❑❛✈✐tät ♥✉r ❛✉s ♣❛r❛❜♦❧✐s❝❤❡♥ ❖♣t✐❦❡♥ ✉♥❞
♦♣t✐s❝❤ ❤♦♠♦❣❡♥❡♥ ▼❡❞✐❡♥ ❜❡st❡❤t✱ s✐♥❞ ❞✐❡s❡ ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❍❡r♠✐t❡✲●❛✉ß✲▼♦❞❡♥✱ ✇✐❡
P❛s❝❤♦tt❛ ✐♥ ❬✺✻❪ ③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤st❡ ❞✐❡s❡r ❋❡❧❞✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ✐st ❡✐♥ ●❛✉ßstr❛❤❧
I(r, z) =
2 · P
piw2(z)
exp
(
−2 r
2
w2(z)
)
, ✭✶✳✶✹✮
✸✶
❞❡ss❡♥ ❧♦❦❛❧❡ ■♥t❡♥s✐tät I [ W
m2
❪ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ●❡s❛♠t❧❡✐st✉♥❣ P ✱ ❞❡r P♦s✐t✐♦♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ♦♣t✐✲
s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ z ✉♥❞ ❞❡r ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ r ❛❜❤ä♥❣t✳ w(z) ✐st ❡✐♥ ▼❛ß ❢ür ❞✐❡
❇r❡✐t❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✉♥❞ ä♥❞❡rt s✐❝❤ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❣❡♠äß✿
w(z) = w0
√
1 + (z/zR)2 ✭✶✳✶✺✮
zR ✐st ❞✐❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡✱ ❞❛s ✐st ❥❡♥❡ ❉✐st❛♥③ ❤✐♥t❡r ❞❡r ❙tr❛❤❧t❛✐❧❧❡✱ ✐♥ ❞❡r s✐❝❤ ❞✐❡
◗✉❡rs❝❤♥✐tt✢ä❝❤❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✈❡r❞♦♣♣❡❧t ❤❛t✳
zR =
piw20
λ
✭✶✳✶✻✮
w0 ✐st ❞✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❊♥t❢❡r♥✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ✐♠ ❋♦❦✉s ✭z = 0✮✱ ❜❡✐ ❞❡r ❞✐❡ ▲❡✐s✲
t✉♥❣ ❛✉❢ 1
e2
❛❜❣❡s✉♥❦❡♥ ✐st ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥ P❛r❛♠❡t❡r✱ ❞❡r ❞❡♥ ❙tr❛❤❧ ❝❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡rt✳ ■♥ ❞❡r
Pr❛①✐s ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛✉s st❛❜✐❧❡♥ ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥ tr♦t③ ♦❜✐❣❡r ♣❛r❛①✐❛❧❡r ◆ä❤❡r✉♥❣
♠❡✐st ❣✉t ❞✐❡s❡♠ ▼♦❞❡❧❧✳ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❞❛✈♦♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ M2✲❋❛❦t♦r ❜❡❤❛♥❞❡❧t✳ ■❙❖
❙t❛♥❞❛r❞ ✶✶✶✹✻ ❬✸✸❪ ❞❡✜♥✐❡rt ❞❡♥ M2✲❋❛❦t♦r ❛❧s ❞❛s ❙tr❛❤❧♣❛r❛♠❡t❡r♣r♦❞✉❦t θ · w0 ❣❡t❡✐❧t
❞✉r❝❤ ❞❛s ❙tr❛❤❧♣❛r❛♠❡t❡r♣r♦❞✉❦t ❡✐♥❡s ❜❡✉❣✉♥❣s❜❡❣r❡♥③t❡♥ ●❛✉ßstr❛❤❧s✿
M2 =
θ · w0 · pi
λ
✭✶✳✶✼✮
❍✐❡r st❡❧❧t θ ❞❡♥ ❤❛❧❜❡♥ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❙tr❛❤❧ ✐♠ ❋❡r♥❢❡❧❞ ❞❛r✳ ❉❡r M2✲❲❡rt ✐st
❣röß❡r ❛❧s ✶✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ❦❡✐♥ r❡✐♥❡r ●❛✉ßstr❛❤❧ ✐st✱ s♦♥❞❡r♥ ❤ö❤❡r❡ ❍❡r♠✐t❡✲●❛✉ß✲
▼♦❞❡♥ ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳ ●❡♥❛✉❣❡♥♦♠♠❡♥ ✐st M2x = 2n + 1 ✉♥❞ M
2
y = 2m + 1 ❢ür ❞✐❡ x✲
❜③✇✳ y✲❘✐❝❤t✉♥❣ ❡✐♥❡s ❍❡r♠✐t❡✲●❛✉ß✲❙tr❛❤❧s ❞❡r ▼♦❞❡ ❚❊▼nm ❬✺✻❪✳ ❋ür ❞✐❡ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣
❞❡s ▲❛s❡rstr❛❤❧s ✐st ❡✐♥ ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡s M2 ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ❞✐❡ ❋♦❦✉ss✐❡r❜❛r❦❡✐t
❞❡s ❙tr❛❤❧s ✈❡r❜❡ss❡rt✳ ■❙❖ ❙t❛♥❞❛r❞ ✶✶✶✹✻ ♠❛❝❤t ♣rä③✐s❡ ❱♦r❣❛❜❡♥✱ ✇✐❡ ❞❡r M2✲❋❛❦t♦r
❡✐♥❡s ▲❛s❡rstr❛❤❧s ③✉ ♠❡ss❡♥ ✐st✿ ▼✐t ❡✐♥❡r ▲✐♥s❡ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❋♦❦✉s ❞❡s ❙tr❛❤❧s ❡r③❡✉❣t✱ ✇❡❧✲
❝❤❡r ❞❛♥♥ ♠✐t❤✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❑❛♠❡r❛ ✈❡r♠❡ss❡♥ ✇✐r❞✳ ❉❛③✉ ♠üss❡♥ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❢ü♥❢ ❆✉❢♥❛❤♠❡♥
✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡ ❣❡♠❛❝❤t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ♠✐♥❞❡st❡♥s ❢ü♥❢ ❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ❛✉ß❡r❤❛❧❜
❞❡r ❞♦♣♣❡❧t❡♥ ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡✳ ❙♦ s♦❧❧ s✐❝❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❆♥♣❛ss✉♥❣
❛♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❑✉r✈❡ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✺✮ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ ❜r❡✐t❡ ❉❛t❡♥❜❛s✐s ✈❡r❢ü❣t✳
❆♥ ❥❡❞❡r ❞❡r ❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧♠♦♠❡♥t❡ ❜❡st✐♠♠t✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ❡✐♥ ▼❛ß ❢ür ❞✐❡
❇r❡✐t❡ ❞❡s ❙tr❛❤❧s✱ ❜❡③✐❡❤❡♥ s✐❝❤ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢ ❞✐❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ●❛✉ßstr❛❤❧s✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥
❞❛s ❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛✉❢ ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ▼♦♠❡♥t❡ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ♠✐t ❞❡r
P♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥ ❞❡r ❞❛s ❇✐❧❞ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❛♥ ❞✐❡ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡ ❑✉r✈❡ ❛♥❣❡♣❛sst ✉♥❞ s♦
❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡✉❣✉♥❣s❜❡❣r❡♥③t❡♥ ●❛✉ßstr❛❤❧ ❜❡st✐♠♠t✳
❲✐❡ ✐♥ ❙✐❡❣♠❛♥ ❬✼✶❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❣❡③❡✐❣t ✇✐r❞✱ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❍✉②❣❡♥ss❝❤❡♥ Pr✐♥③✐♣ ❞❡r
s♦❣❡♥❛♥♥t❡ ❆❇❈❉✲▼❛tr✐①✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ❤❡r❧❡✐t❡♥✳ ❉❛♠✐t ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ♣r❛①✐❛❧❡ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥
✈♦♥ ▲✐❝❤str❛❤❧❡♥ ❞✉r❝❤ ♦♣t✐s❝❤❡ ❙②st❡♠❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❙✐❡❣♠❛♥ ③❡✐❣t ✇❡✐t❡r❤✐♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡r
❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ❛✉❝❤ ❢ür ●❛✉ßstr❛❤❧❡♥ ❣✐❧t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥ q✲P❛r❛♠❡t❡r ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✿
1
q
=
1
z · (1 + (zR/z)2) − i
λ
piw2(z)
✭✶✳✶✽✮
✸✷
■♥ ❞✐❡s❡r r❡③✐♣r♦❦❡♥ ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❘❡❛❧t❡✐❧ ❞❡s q✲P❛r❛♠❡t❡rs ❞❡r ❲❡❧❧❡♥✲
❢r♦♥tr❛❞✐✉s ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ❞✐❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❙tr❛❤❧✐♥t❡♥s✐tät ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐✲
s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❛❜❧❡s❡♥✳ ■♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡r ❉❛rst❡❧❧✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♠ ❘❡❛❧t❡✐❧ ❞❡s q✲P❛r❛♠❡t❡rs
❞✐r❡❦t ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❉✐st❛♥③ r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❙tr❛❤❧t❛✐❧❧❡ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡♠ ■♠❛❣✐♥ärt❡✐❧ ❞✐❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲
▲ä♥❣❡ ❛❜❧❡s❡♥✿
q = z + i · zR ✭✶✳✶✾✮
❉✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❡✐♥❡s ❘❡s♦♥❛t♦rs ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞✐❡ ❆❇❈❉✲▼❛①tr✐① ❢ür
❡✐♥❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r✉♠❧❛✉❢ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✐r❞✳ ❉❡r❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡rt❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❥❡♥❡ ❙tr❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤
♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❯♠❧❛✉❢ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❞✐❡ ❊✐❣❡♥♠♦❞❡♥ ❞❡s ❘❡s♦♥❛t♦rs✳
✶✳✺✳✸ ❊♥❡r❣✐❡❦♦♥✈❡rs✐♦♥
❆♥ ❡✐♥❡r ❙t❡❧❧❡ ❞❡r ❑❛✈✐tät ♠✉ss ❡s ❡✐♥ ♦♣t✐s❝❤❡s ❊❧❡♠❡♥t ❣❡❜❡♥✱ ✉♠ ▲✐❝❤t ❛✉s③✉❦♦♣♣❡❧♥✳
❉❛s ✐st ♦❢t ❡✐♥ t❡✐❧❞✉r❝❤❧äss✐❣❡r ❙♣✐❡❣❡❧✱ ❦❛♥♥ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ P♦❧❛r✐s❛t♦r❡♥ ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡
❊❧❡♠❡♥t❡ ❜❡✇✐r❦t ✇❡r❞❡♥✳ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❡♥tst❡❤t✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ P❤♦t♦♥ ❛✉s ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❞❡s
▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠s ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞❡s ❘❡s♦♥❛t♦rs ❡♠✐tt✐❡rt ✇✐r❞✱ ✐♠♠❡r ✇✐❡❞❡r ❞✉r❝❤
❞✐❡ ❑❛✈✐tät ❧ä✉❢t ✉♥❞ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❞✉r❝❤ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈❡rstär❦t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❱❡r✲
stär❦✉♥❣ ❜③✇✳ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ❣❡❜r❛✉❝❤t ✇✐r❞✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❜❡❣✐♥♥❡♥ ❦❛♥♥✱
❜❡③❡✐❝❤♥❡t ♠❛♥ ❛❧s ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳ ❙✐❡ ✐st ❡rr❡✐❝❤t✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❣❡r❛❞❡ ❛✉sr❡✐❝❤t✱
✉♠ ❛❧❧❡ ❱❡r❧✉st❡ ❞❡s ❘❡s♦♥❛t♦rs ③✉ ❦♦♠♣❡♥s✐❡r❡♥✿
(1− T ) ·R · exp[(g − γ) · 2 · L] = 1 ✭✶✳✷✵✮
T ✐st ❞❛❜❡✐ ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s t❡✐❧❞✉r❝❤❧äss✐❣❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ✭❆✉s❦♦♣♣❧❡r✮ ✉♥❞ R ✐st ❞✐❡
❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❛❧❧❡r ❛♥❞❡r❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✐♥❦❧✉s✐✈❡ ❞❡r r❡st❧✐❝❤❡♥ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧✉st❡✱ ✇✐❡ ❞❡r ❋r❡s♥❡❧❧✲
r❡✢❡❦t✐♦♥ ❛♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠✳ ❉✐❡ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧❢✉♥❦t✐♦♥ ✐st ❛✉s ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✼ ❜❡❦❛♥♥t✱ ♠✐t
g = σeff ·C ❛❧s ❱❡rstär❦✉♥❣ ✉♥❞ γ ❛❧s ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✐♠▼❡❞✐✉♠✳ ❉❛s ❦❛♥♥ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❙tr❡✉✉♥❣
❞✉r❝❤ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ s❡✐♥✱ ♦❞❡r ✇✐❡ ❜❡✐♠ ❨❜3+ ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳
❉✐❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s ▼❡❞✐✉♠s L ✇✐r❞ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ❯♠❧❛✉❢ ✐♠ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ③✇❡✐ ♠❛❧ ❞✉r❝❤q✉❡rt✳
❲❡♥♥ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✇❡✐t❡r st❡✐❣t✱ ✇✐r❞ ❣❡♠äß ❞❡r ❘❛t❡♥❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✵✮ ❛✉❝❤
❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ❛♥st❡✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❇❡s❡t③✉♥❣ ❞❡s ♦❜❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✐✈❡❛✉s s♦ ✇❡✐t ❛❜✲
❜❛✉❡♥✱ ❞❛ss ✇✐❡❞❡r ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✵✮ ❡rr❡✐❝❤t
✇✐r❞✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ✐♠ ❯♠❦❡❤rs❝❤❧✉ss✱ ❞❛ss ❞✐❡ P✉♠♣♣❤♦t♦♥❡♥ ❥❡♥s❡✐ts ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧✲
❧❡ ❣❡♠äß ❞❡r ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✐♥ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❤♥❡ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥✱
❋❧✉♦r❡s③❡♥③✱ ♦❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ③✉ ❡r❤ö❤❡♥✳ ▲❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥❞✐❝❤t❡ ✉♥❞
❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❛✉s❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ▲❡✐st✉♥❣ st❡✐❣t ❥❡♥s❡✐ts ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❛♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt
✶✳✹✳✸ ❡r✇ä❤♥t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠✐t ❞❡♠ ❣rößt❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt
✈♦♥ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ❣✐❜t ❡s ❛❧s♦ ❡✐♥ ■♥str✉♠❡♥t✱
✉♠ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ s❡✐♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳
◆✉♥ s♦❧❧✱ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪✱ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ♠✐t ❞❡r ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤✲
❧✉♥❣ ✐♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✳ ❩✉♥ä❝❤st ♠✉ss ❞✐❡ P✉♠♣❡♥❡r❣✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r✲
✸✸
❞❡♥✱ ❞❛❢ür ❦❛♥♥ ♠❛♥ ❡✐♥❡ P✉♠♣❡✣③✐❡♥③ ηP ❛❧s ◗✉♦t✐❡♥t ❛✉s ❛❜s♦r❜✐❡rt❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ Pa
✉♥❞ ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ Pe ❞❡✜♥✐❡r❡♥✿
ηP =
Pa
Pe
✭✶✳✷✶✮
❉✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❯♠✇❛♥❞❧✉♥❣ ✐♥ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥ ✇❡✐t❡r ✉♠ ❞✐❡ ❉❡✲
❢❡❦t❡✣③✐❡♥③ ηD = 1 − QD ✉♥❞ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ηQ r❡❞✉③✐❡rt✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ♠✉ss ❞❛s ❣❡✲
♣✉♠♣t❡ ●❡❜✐❡t ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ♠ö❣❧✐❝❤st ❣✉t ♠✐t ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥✱ ❞❛✲
♠✐t ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♥ ♥✉t③❜❛r❡♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s❡
Ü❜❡r❧❛♣♣✲❊✣③✐❡♥③ ηB ❧ässt s✐❝❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤ ♠✐t ■♥t❡❣r❛❧❡♥ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣s✈❡rt❡✐❧✉♥❣
g(r) ✉♥❞ ❞❡r ❙tr❛❤❧✐♥t❡♥s✐täts✈❡rt❡✐❧✉♥❣ I(r) ❛✉s❞rü❝❦❡♥✿
ηB =
´
g(r)I(r)2pirdr´
g2(r)2pirdr
✭✶✳✷✷✮
❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪ ♥❡♥♥t t②♣✐s❝❤❡ ❲❡rt❡ ✈♦♥ ηB = 0✱3 . . . 0✱5 ❢ür ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❘❡s♦♥❛t♦r❡♥✱ ❛❧s♦
M2 ♥❛❤❡ ✶ ✉♥❞ ηB = 0✱8 . . . 0✱9 ❢ür ▼✉❧t✐♠♦❞❡✲▲❛s❡r✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❢ür ❞❛s ❘❡s♦♥❛t♦r❞❡s✐❣♥
❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡♠ ❣✉t❡♥ ▼♦❞❡✲P✉♠♣✲Ü❜❡r❧❛♣♣ ❣❡st❡❧❧t✳
❉✐❡ ❧❡t③t❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✈♦r ❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♥♦❝❤ ❊♥❡r❣✐❡ ③✉ ✈❡r❧✐❡r❡♥✱ s✐♥❞ ❞✐❡ r❡✲
s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥ ❱❡r❧✉st❡ V ✱ ✇❡❧❝❤❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧✐♥❡❛r❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ✐♠
❘❡s♦♥❛t♦r ③✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥✿
V = exp(−2 · γ · L) ·R ✭✶✳✷✸✮
❇❡✐ ❥❡❞❡♠ ✈♦❧❧❡♥ ❯♠❧❛✉❢ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ✇✐r❞ ❡✐♥♠❛❧ ▲✐❝❤t ❛✉s❣❡❦♦♣♣❡❧t ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❡✐♥♠❛❧
❞✐❡ ❱❡r❧✉st♣r♦③❡ss❡ ❞✉r❝❤❧❛✉❢❡♥✳ ❉❡r ❛✉s❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❚❡✐❧ ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉ ❞❡♠ ❣❡s❛♠t❡♥
✈❡r❧♦r❡♥❡♥ ▲✐❝❤t ✐st ❞✐❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③✿
ηC =
T
T + (1− V ) ✭✶✳✷✹✮
❍✐❡r❜❡✐ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❋❛❧❧ ♥✐❝❤t ♠✐t ③✉ ❞❡♥ ❱❡r❧✉st❡♥
✐♥ γ ❜③✇✳ V ❣❡③ä❤❧t ✇❡r❞❡♥ ❞❛r❢✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ✈♦r❤❛♥❞❡♥ ✐st✳ ❍♦❤❡
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❣❡r✐♥❣❡ ❱❡r❧✉st❡ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③✳ ❉❛❜❡✐ ♠✉ss ♠❛♥
❜❡❞❡♥❦❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ❣❡♠äß ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✵ ❞✐❡ ♥öt✐❣❡ ❱❡r✲
stär❦✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✈❡r❧✉st❡ ✐♠ ❇❡tr✐❡❜ ❢❡st❧❡❣t✳ ❊s
❣✐❜t ❛❧s♦ ❡✐♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s✳ ❉✐❡s❡ ❧ässt s✐❝❤ ③✇❛r t❤❡♦r❡t✐s❝❤
❛✉s ♦❜✐❣❡♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ❞❛③✉ ♠üsst❡ ❛❜❡r ❞❡r ❣❡♥❛✉❡ ❲❡rt ❞❡r r❡s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥
❱❡r❧✉st❡ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ❉✐❡s❡r ✐st ♥✐❝❤t ♣rä③✐s❡ ❜❡r❡❝❤❡♥❜❛r✱ ❤❛t ❛❜❡r ❣r♦ß❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢
❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❆✉s❦♦♣♣❧✉♥❣✳ ❉✐❡ r❡s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ③✇❛r ♠✐t ❞❡r ❋✐♥❞❧❛②✲
❈❧❛②✲▼❡t❤♦❞❡ ❬✷✺❪ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❛❜❡r ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ✐st ❞✐❡s❡ ♥✉r ❢ür ✹✲◆✐✈❡❛✉ ▲❛s❡r ❛♥✇❡♥❞❜❛r
✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ♠üsst❡ ❞❛❢ür ♦❤♥❡❤✐♥ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r♥
❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ❤✐❡r s✐♥♥✈♦❧❧❡r✱ ❞❡♥ ❡✣③✐❡♥t❡st❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐r❡❦t
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥ ✉♥❞ ❡s ❢♦❧❣t ❢ür ❞❛s ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❣❡r✐♥❣
✸✹
✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ✈❡rä♥❞❡r❜❛r s❡✐♥ s♦❧❧❡♥✳
✶✳✻ ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥
❇❡✈♦r ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❑❛♣✐t❡❧ ❞✐❡ ❉❡s✐❣♥♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ▲❛s❡rs ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ s♦❧❧ ❡s ✐♥
❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞❛r✉♠ ❣❡❤❡♥✱ ❞❛s ♦♣t✐♠❛❧❡ ▲❛s❡r❞❡s✐❣♥ ❢ür ❞✐❡ ③✉s❛♠♠❡♥❣❡tr❛❣❡♥❡♥ ❆♥✲
❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ③✉ ✜♥❞❡♥✿
❼ ❦r②♦❣❡♥❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s✱
❼ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✾✽✵♥♠✱ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✾✾✵✲✶✵✸✺♥♠✱
❼ ❘❡s♦♥❛t♦r✈❡r❧✉st❡ ❣❡r✐♥❣ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❆✉s❦♦♣♣❧✉♥❣✱
❼ ✈❛r✐❛❜❧❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ✉♥❞
❼ ❤♦❤❡r P✉♠♣✲▼♦❞❡✲Ü❜❡r❧❛♣♣✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❣❡❢♦r❞❡rt❡♥ ❇❡tr✐❡❜s ❜❡✐ ❦r②♦❣❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♠✉ss ❞❡r ▲❛s❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❱❛✲
❦✉✉♠❦❛♠♠❡r ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥✱ ✉♠ ❲är♠❡tr❛♥s♣♦rt ❞✉r❝❤ ●❛s❡ ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥
✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥✱ ✉♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❲❛ss❡r ✉♥❞ ▲✉❢t ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❍❛♥❞❡❧sü❜❧✐❝❤❡
▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥✱ ❞✐❡ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❜❡r❡✐tst❡❧❧❡♥✱ ❦ö♥♥❡♥ ♥✐❝❤t ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❆♠ ❡✐♥❢❛❝❤st❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❞❛❤❡r ü❜❡r ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❋❛s❡r ✐♥ ❞❛s
❱❛❦✉✉♠❣❡❢äß ❜r✐♥❣❡♥✳
❉❛ ❡✐♥ ❣✉t❡r Ü❜❡r❧❛♣♣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ✉♥❞ P✉♠♣❣❡❜✐❡t ✇✐❝❤t✐❣ ✐st✱ ❦♦♠♠t ❡✐♥
s❡✐t❡♥❣❡♣✉♠♣t❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ♥✐❝❤t ✐♥ ❇❡tr❛❝❤t✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❣✉t❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ♦♣✲
t✐s❝❤❡ ❆❝❤s❡ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ♥ä♠❧✐❝❤ ♥❛❤ ❛♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡
❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ▲❛s❡r ✉♥❞ P✉♠♣❡ ♥✉r ✉♠ ✇❡♥✐❣❡ ◆❛♥♦♠❡t❡r ❞✐❢✲
❢❡r✐❡r❡♥✱ s✐♥❞ ♦♣t✐s❝❤❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❚r❡♥♥❡♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧❡♥ ✉♥❣❡❡✐❣♥❡t✳ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ❛✉s
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❋❛s❡r♥ ✐st ♥♦r♠❛❧❡r✇❡✐s❡ ✉♥♣♦❧❛r✐s✐❡rt✱ ❞❛❤❡r ✐st ❡s ❛✉❝❤ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ P✉♠♣✲ ✉♥❞
▲❛s❡rstr❛❤❧ ü❜❡r P♦❧❛r✐s❛t♦r❡♥ ③✉ tr❡♥♥❡♥✳ ❊s ❡①✐st✐❡r❡♥ ③✇❛r ♣♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❡r❤❛❧t❡♥❞❡ ❋❛s❡r♥✱
❞✐❡s❡ ❦ö♥♥❡♥ ❛❜❡r ♥✉r ❡✐♥❡♥ ❇r✉❝❤t❡✐❧ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ü❜❡rtr❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ♠✐t ♠✉❧t✐♠♦❞❡✲❋❛s❡r♥
♠ö❣❧✐❝❤ ✐st✳ ❉❛❤❡r ♠üss❡♥ P✉♠♣✲ ✉♥❞ ▲❛s❡rstr❛❤❧ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡r
❣❡tr❡♥♥t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ♠✉ss s♦ ❞ü♥♥ s❡✐♥✱ ❞❛ss ü❜❡r s❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ❞✐❡ P✉♠♣❡
✉♥❞ ❞❡r ▲❛s❡r ♥✐❝❤t ③✉ s❡❤r ❛✉s❡✐♥❛♥❞❡r ❧❛✉❢❡♥✳ ❊✐♥ ❞ü♥♥❡s ▼❡❞✐✉♠ ❜❡❞❡✉t❡t ❛❜❡r ❛✉❝❤✱
❞❛ss ♣r♦ ❉✉r❝❤❣❛♥❣ ♥✉r ✇❡♥✐❣ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇✐r❞✳ ❉❡r P✉♠♣str❛❤❧ ♠✉ss ❛❧✲
s♦ ♠❡❤r♠❛❧s ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ ♣❛ss✐❡r❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❡✣③✐❡♥③ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛✉s ❞❡r ❋❛s❡r st❛r❦ ❞✐✈❡r❣❡♥t ✐st✱ ♠✉ss ❞❛❢ür ❞❛s ❋❛s❡r❡♥❞❡ ♦♣t✐s❝❤ ♠❡❤r❢❛❝❤
❛✉❢ ❞❛s ▼❛t❡r✐❛❧ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥ ✐♥ ❙tr❛❤❧r✐❝❤t✉♥❣ ❞ü♥♥❡s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ✇✐r❞ t❤❡r♠✐s❝❤ ❛♠ ❜❡st❡♥ ü❜❡r ❡✐♥❡ ❋❧ä❝❤❡
s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ❙tr❛❤❧r✐❝❤t✉♥❣ ❦♦♥t❛❦t✐❡rt✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❙❡✐t❡♥✢ä❝❤❡♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥ s✐♥❞✳ ❉✐❡s❡ ❑ü❤✲
❧✉♥❣ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❢ü❤rt ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥
▲❛s❡r ♥✉r ③✉ ❣❡r✐♥❣❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❢ü❤rt✱ ✇❛s ❞✐❡
✸✺
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ♠✐♥✐♠✐❡rt✳ ❊✐♥❡ t②♣✐s❝❤❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r✲P✉♠♣❛♥♦r❞♥✉♥❣ ❡r❢ü❧❧t ❛❧s♦ ❞✐❡
❉❡s✐❣♥③✐❡❧❡✳
❊s ✈❡r❜❧❡✐❜t ♥♦❝❤ ❞✐❡ ❋r❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❉❡s✐❣♥ ❞❡r ▲❛s❡r❦❛✈✐tät✳ ❉❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ s♦❧❧
✈❡rä♥❞❡r❧✐❝❤ s❡✐♥ ✉♥❞ ❞✐❡ r❡s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❣❡r✐♥❣✳ ❱❡rä♥❞❡r❧✐❝❤❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞❡
❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ λ
2
✲P❧❛tt❡♥ ✉♥❞ P♦❧❛r✐s❛t♦r❡♥ ❡r③✐❡❧❡♥✱ ❜r✐♥❣❡♥ ❞❛♥♥ ❛❜❡r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥
❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡ ❱❡r❧✉st❡ ♠✐t s✐❝❤✳ ❯♠ ❞✐❡s❡ ❦❧❡✐♥ ③✉ ❤❛❧t❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ▲❛s❡r❦❛✈✐tät
♥✉r ❛✉s ③✇❡✐ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ❜❡st❡❤❡♥✿ ❉❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✉♥❞ ❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧✳ ▲❡t③t❡r❡r ♠✉ss
❦♦♥❦❛✈ s❡✐♥✱ ❞❛♠✐t ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r st❛❜✐❧ ✐st ✉♥❞ ❡s ♠üss❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❊①❡♠♣❧❛r❡ ❜❡r❡✐t❣❡✲
st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ✈❡rä♥❞❡r❜❛r❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❡✐♥❢❛❝❤❡♥
❘❡s♦♥❛t♦r❛✉❢❜❛✉s ✐st ❞❡r ❲❡❝❤s❡❧ ❞❡s ❊♥❞s♣✐❡❣❡❧s r❡❧❛t✐✈ ✉♥♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❘❛✲
❞✐✉s ✉♥❞ ❆❜st❛♥❞ ❞❡s ❦♦♥❦❛✈❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ❦❛♥♥ ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞✐❡ ●röß❡ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❛✉❢
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✈❛r✐✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
✶✳✻✳✶ ❉❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ✇✐r❞ ❦✉r③ ❞❡r ❦❧❛ss✐s❝❤❡ ❆✉❢❜❛✉ ❡✐♥❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡rs ✐♥ ❆♥❧❡❤♥✉♥❣ ❛♥
❊r❤❛r❞ ❬✷✸❪ ❡r❧ä✉t❡rt✳ ❉❡r ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▲❛s❡rs ✇✐r❞ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐♥
❑❛♣✐t❡❧ ✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✳
❉❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ✐st ❡✐♥❡ ❇❛✉❢♦r♠ ❞❡s ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡rs✱ ❞✐❡ ✶✾✾✹ ✈♦♥ ●✐❡s❡♥ ❡t ❛❧✳ ③✉✲
♥ä❝❤st ❛♥ ❨❜✿❨❆● ❞❡♠♦♥str✐❡rt ✇✉r❞❡ ❬✷✽❪✳ ❇❡✐♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❜❡st❡❤t ❞❛s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠
❛✉s ❡✐♥❡r ♠❡✐st ✶✵✵✲✸✵✵➭♠ ❞✐❝❦❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ♠✐t t②♣✐s❝❤❡r✇❡✐s❡ ✻✲✶✷♠♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r✳ ❉✐❡s❡
✐st ♠✐t ✐❤r❡r ❤♦❝❤r❡✢❡❦t✐✈ ✭❍❘✮ ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t❡♥ ❘ü❝❦s❡✐t❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❛✉❢❣❡❜r❛❝❤t✳
❉✐❡ ❱♦r❞❡rs❡✐t❡ ✇✐r❞ ❢ür ▲❛s❡r✲ ✉♥❞ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛♥t✐r❡✢❡① ✭❆❘✮ ❜❡s❝❤✐❝❤t❡t✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧
❞✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣ts ❜❡st❡❤t ✐♥ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❙tr❡❝❦❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❲är♠❡ ❞❡s ▲❛s❡r♣r♦③❡ss❡s ❜✐s ③✉r
❲är♠❡s❡♥❦❡ ③✉rü❝❦❧❡❣❡♥ ♠✉ss✱ ✉♥❞ ✐♥ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❲är♠❡✢✉ss ❡♥t❧❛♥❣
❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇❡r❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥ ❣rößt❡♥t❡✐❧s ✈❡r♠✐❡❞❡♥✳ ■♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❦❧❛ss✐s❝❤❡♥ ❙t❛❜✲▲❛s❡r♥ ✐st ❞✐❡ ❑ü❤❧✢ä❝❤❡ ✐st ✐♠ ❱❡r❤ä❧t♥✐s ③✉♠ ❧❛s❡r❛❦t✐✈❡♥
❱♦❧✉♠❡♥ ❛✉ß❡r❞❡♠ s❡❤r ❣r♦ß✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✼ ③❡✐❣t s❝❤❡♠❛t✐s❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ♠✐t ✽ ❉♦♣♣❡❧✲P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥✳ ❉✐❡
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ✇✐r❞ ♠❡✐st ü❜❡r ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ❋❛s❡r ③✉♠ ▲❛s❡r❦♦♣❢ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt✱ ✈♦♥ ❡✐♥❡r
▲✐♥s❡ ❦♦❧❧✐♠✐❡rt ✉♥❞ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✭❋❧❡❝❦ ✶✮✳ ❉❡r ♥✐❝❤t
❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ❆♥t❡✐❧ ✇✐r❞ ✈♦♠ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ✇✐❡❞❡r ❦♦❧❧✐♠✐❡rt ✭❋❧❡❝❦ ✷✮✱ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ Pr✐s♠❛ ✉♠
✶✽✵➦ ✉♠❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞ ♥♦❝❤♠❛❧s ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✭❋❧❡❝❦ ✸✮✳ ❉✐❡ ❯♠❧❡♥❦✉♥❣ ♣❛ss✐❡rt
♠✐t ❡✐♥❡♠ ❱❡rs❛t③✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r rü❝❦❦❡❤r❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❙t❡❧❧❡ ❛✉❢ ❞❡♠ P❛r❛❜♦❧✲
s♣✐❡❣❡❧ tr✐✛t✱ ❛❜❡r ✇✐❡❞❡r ❛✉❢ ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ❙t❡❧❧❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✇✐r❞✳ ■♥ ❞❡r ❇❛✉✇❡✐s❡
✐♥ ❇✐❧❞ ✶✳✼ ✇✐r❞ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ✈✐❡r ♠❛❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❣❡❧❡♥❦t✱ ❜❡✈♦r s✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠
❙♣✐❡❣❡❧ ♦❞❡r Pr✐s♠❛ ♦❤♥❡ ❱❡rs❛t③ ✉♠❣❡❧❡♥❦t ✇✐r❞ ✭❋❧❡❝❦ ✽✮ ✉♥❞ ❞❡♥ ❦♦♠♣❧❡tt❡♥ ❲❡❣ ♠✐t
✈✐❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❞♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ③✉r P✉♠♣❢❛s❡r ③✉rü❝❦❦❡❤rt✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ✐♥s❣❡s❛♠t ✶✻
❉✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✳ ❉❛❜❡✐ ♠✉ss ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❢❛st ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ P✉♠♣str❛❤✲
❧✉♥❣ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲✐❝❤t❧❡✐t❢❛s❡r ✈♦♠ r❡st❧✐❝❤❡♥ ❆♥t❡✐❧ ♥✐❝❤t ❜❡s❝❤ä❞✐❣t ✇✐r❞✳
❏❡ ♥❛❝❤❞❡♠✱ ✇✐❡ ❦♦♠♣❛❦t ❞✐❡ ❖♣t✐❦❡♥ ✉♥❞ ❙tr❛❤❧❡♥ ❛♥❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ s✐♥❞ ❛✉❝❤ ✇❡✐t ♠❡❤r
✸✻

❞✐❡ ♥❡✉❡ P✉♠♣✢❡❝❦❣röß❡ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❉❛s ä♥❞❡rt ♥✐❝❤ts ❛♥ ❞❡r ❙♣✐t③❡♥✐♥t❡♥s✐tät ✐♠ ❘❡s♦♥❛✲
t♦r ✉♥❞ ♥✐❝❤ts ❛♥ ❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❑ü❤❧✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ✈❡r❣röß❡rt❡♥
❋❧ä❝❤❡ ❡r❢♦❧❣t✳ ❉✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✇✉r❞❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡r❞♦♣♣❡❧✉♥❣ ✐❤r❡r
❋❧ä❝❤❡ ❤❛❧❜✐❡rt✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ✇✐r❞ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r ♠✐t ❞❡r ❣röß❡r❡♥ ▼♦❞❡ ❛✉❝❤ ❞♦♣♣❡❧t s♦ ❡♠♣✲
✜♥❞❧✐❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲✐♥s❡ r❡❛❣✐❡r❡♥✱ s♦ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡
❙❦❛❧✐❡r✉♥❣ ♥✐❝❤t ä♥❞❡rt✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡r ❙❦❛❧✐❡r❜❛r❦❡✐t s✐♥❞ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ♠✐t ü❜❡r ✺❦❲
❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ♠✐t ♥✉r ❡✐♥❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t ✇♦r❞❡♥ ❬✷✾❪✳ ❊♥ts♣r❡❝❤❡♥❞ ♠❡❤r ✐st
♠ö❣❧✐❝❤✱ ✇❡♥♥ ♠❡❤r❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❖s③✐❧❧❛t♦r ❣❡❦♦♣♣❡❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❙❦❛❧✐❡r❜❛r❦❡✐t ❤❛t
✐❤r❡ ●r❡♥③❡♥ ✐♠ ❆✉❢tr❡t❡♥ ✈♦♥ ✈❡rstär❦t❡r ❙♣♦♥t❛♥❡♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ s❡❧❢✲❧❛s✐♥❣ ✐♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡✱
✇❡♥♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ✐♥ ◗✉❡rr✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ s♦ ❣r♦ß ✇✐r❞✱ ❞❛ss s✐❡ ❛♥❢ä♥❣t✱ ❦♦✲
❤är❡♥t ③✉ str❛❤❧❡♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞❛❢ür ❦❡✐♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ✈♦r❣❡s❡❤❡♥ ✐st✳ ❉✉r❝❤ s♣❡③✐❡❧❧❡ ●❡♦♠❡tr✐❡
❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s❡r ❊✛❡❦t ✈❡rr✐♥❣❡r♥✱ ❞❛s ❡r❤ö❤t ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡r
❋❡rt✐❣✉♥❣ ❬✸❪✳
❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r s✐♥❞ ❛❦t✉❡❧❧ ●❡❣❡♥st❛♥❞ ✐♥t❡♥s✐✈❡r ❋♦rs❝❤✉♥❣ ✉♥❞ st❡❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ●❡❜✐❡t ❞❡r
❍♦❝❤❧❡✐st✉♥❣s❧❛s❡r ♠✐t ❣✉t❡r ❙tr❛❤❧q✉❛❧✐tät ✉♥❞ ❤♦❤❡r ❊✣③✐❡♥③ ✐♥ ❑♦♥❦✉rr❡♥③ ③✉♠ ❑♦♥③❡♣t
❞❡r ❋❛s❡r❧❛s❡r ❬✺✻❪✳ ▼✐t ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r♥✱ ❞✐❡ ❛✉❢ ❞❡r ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥✱ ✐st
❤♦❤❡ ❊✣③✐❡♥③ ❡r③✐❡❧t ✇♦r❞❡♥✱ s♦ ③✳❇✳ ✼✷✪ ✐♥ ❨❜✿❨❆● ❞✉r❝❤ ❲❡✐❝❤❡❧t ❡t ❛❧✳ ❬✽✸❪ ✉♥❞ ✼✷✪ ✐♥
❨❜✿▲✉2❖3 ❞✉r❝❤ P❡t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪✳ ❱♦♥ ❲❡♥ts❝❤ ❡t ❛❧✳ ✇✉r❞❡ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡r ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❞❡r
❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡✐♥ ❨❜✿❈❛❋ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t ❬✽✹❪✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r P✉♠♣✲
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✾✽✵♥♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✶✵✸✸♥♠ ✇✉r❞❡♥ ❛♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥
❙❝❤❡✐❜❡♥ ❊✣③✐❡♥③❡♥ ❜✐s ✺✵✪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✐♠ ▼✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜
❧❛❣ ❜❡✐ ✷✺✵❲✱ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ✇✉r❞❡♥ ✶✸❲ ♠✐t ❡✐♥❡r ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✸✹✪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❲✐❡
❞✐❡ ❆✉t♦r❡♥ ❜❡r✐❝❤t❡♥✱ ✐st ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❍ärt❡ ✈♦♥ ❈❛❋2 ✈♦♥ ✹ ❛✉❢ ❞❡r ▼♦❤s✲❍ärt❡❦❛❧❛ ✭❨❆●
❧✐❡❣t ❜❡✐ ✽✱✺✮ ❡✐♥ ❡r♥st❤❛❢t❡s Pr♦❜❧❡♠ ❢ür ❞✐❡ P♦❧✐t✉r✳ ❙❝❤♦♥ ✷✵✵➭♠ ❉✐❝❦❡ s❡✐ s❝❤✇✐❡r✐❣ ♦❤♥❡
❘✐ss❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❉✐❝❦❡ ❜❡✐ ❞❡r ❞♦rt ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❉♦t✐❡r✉♥❣
✇är❡ s♦❣❛r ♥♦❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r ❣❡✇❡s❡♥✳
✶✳✻✳✷ ❘ä✉♠❧✐❝❤❡s ▲♦❝❤❜r❡♥♥❡♥
❊✐♥❡ ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡rs ❜❡st❡❤t ❞❛r✐♥✱ ❞❛ss rä✉♠❧✐❝❤❡s ▲♦❝❤❜r❡♥✲
♥❡♥ s❡❧❜st ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❘✐♥❣r❡s♦♥❛t♦r ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ③✉ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥ ✐st✳ ❉❛ s✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ♦♣t✐✲
s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ❡✐♥❡ st❡❤❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡ ❛✉s❜✐❧❞❡t✱ ❤❛t ❞✐❡s❡s ❲❡❧❧❡♥❢❡❧❞ ❛✉❝❤ ③❡✐t❧✐❝❤ ❦♦♥st❛♥t❡
◆✉❧❧st❡❧❧❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❦❡✐♥❡ ❲❡❝❤s❡❧✇✐r❦✉♥❣ ❞❡s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❋❡❧❞❡s ♠✐t ❞❡♠ ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧
❛✉❢tr❡t❡♥ ❦❛♥♥✱ ♦❜✇♦❤❧ ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥ ❤✐♥❞✉r❝❤ ♣r♦♣❛❣✐❡r❡♥✳ ■♥ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r♥ ✇✐r❞ ❞❛s
♥♦r♠❛❧❡r✇❡✐s❡ ♥✐❝❤t ③✉♠ Pr♦❜❧❡♠✱ ✇❡✐❧ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❞❡r❡♥ ◆✉❧❧✲
st❡❧❧❡♥ s✐❝❤ ♥✐❝❤t ü❜❡r❧❛♣♣❡♥✳ ❆✉❝❤ ❢ür ▲❛s❡r✱ ❞✐❡ ♥✉r ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♦♣❡r✐❡r❡♥ s♦❧❧❡♥✱
❦❛♥♥ ♠❛♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ✐♠ ❋❡❧❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❘✐♥❣r❡s♦♥❛t♦r ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡r ❦❡✐♥❡
❊♥❞s♣✐❡❣❡❧ ❤❛t✱ ❛✉❢ ❞❡♥❡♥ ❞❛s ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡ ❋❡❧❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ♠✐t s✐❝❤ s❡❧❜st ❑♥♦✲
t❡♥ ❤❛❜❡♥ ♠✉ss✱ s❝❤✇✐♥❣❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ▼♦❞❡♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱ ❛❜❡r ♠✐t rä✉♠❧✐❝❤❡♠
❱❡rs❛t③ ❛♥✳
❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ✐st ❞❛s ▼❡❞✐✉♠ r❡❧❛t✐✈ ❞ü♥♥ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❇r❡✐t❡ ❞❡r ▲❛s❡r✲
✸✽
♠♦❞❡✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❜❡✜♥❞❡t s✐❝❤ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❊♥❞❡ ❞❡s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠s ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧✳ ❉✐❡ r❡✢❡❦t✐❡rt❡
▲❛s❡r♠♦❞❡ ✇✐r❞ ❞❛❤❡r ✐♠♠❡r st❛r❦ ♠✐t ❞❡r ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲❛s❡r♠♦❞❡ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥
■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ❜✐❧❞❡♥✳ ❉✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞✐❡s❡s ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡rs s✐♥❞ rä✉♠❧✐❝❤ ❢❡st ✉♥❞
s♦r❣❡♥ ❞❛❢ür✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♥✐❝❤t ③✉r ❱❡rstär❦✉♥❣
❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❱♦r❤♦❧t ✉♥❞ ❲✐ttr♦❝❦ ❤❛❜❡♥ ❞❛s ✐♥ ❬✽✶❪ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✭s✐❡❤❡
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽✮✳ ❉✐❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③str❡✐❢❡♥ ✐♥ x✲❘✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♠ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧✳ ❋ür
s❡♥❦r❡❝❤t❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧ ✈❡rs❝❤✇✐♥❞❡♥ s✐❡ ❣❛♥③✳ ❉✐❡ ❙tr❡✐❢❡♥ ✐♥ z✲❘✐❝❤t✉♥❣ s✐♥❞ ✐♠♠❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳
❉✐❡s❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ❤❛t ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❛s ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠
❞❡s ▲❛s❡rs✱ s♦ ❞❛ss s❡❧❜st ❜❡✐ r❡✐♥ ❤♦♠♦❣❡♥❡r ❱❡r❜r❡✐t❡r✉♥❣ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❛♥✲
s❝❤✇✐♥❣❡♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◆✉❧❧st❡❧❧❡♥ ❞❡r ❡✐♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❣❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳
❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❣❡❡✐❣♥❡t❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✜❧t❡r ❧ässt s✐❝❤ ❛❜❡r ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ❛✉❢ ♥✉r ❡✐♥❡r
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡rr❡✐❝❤❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❛s ✈♦♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❣❡❢♦r❞❡rt ✇✐r❞ ❬✼❪✳ ❉❛♠✐t ✐st ❛❧❧❡r✲
❞✐♥❣s ❦❡✐♥ ❡✣③✐❡♥t❡r ❇❡tr✐❡❜ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ❞❛♥♥ ❜❡s❝❤rä♥❦t ✐st ❛✉❢
❞❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ③✇✐s❝❤❡♥ P✉♠♣✐♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ❞❡r s❝❤♠❛❧❡♥ ▲❛s❡r✲
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ❉✐❡ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ❙♣❡❦tr✉♠s ❞✉r❝❤ rä✉♠❧✐❝❤❡s ▲♦❝❤❜r❡♥♥❡♥ ❡rs❝❤✇❡rt ❞✐❡
❘❡❛❧✐s✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✲❇❡tr✐❡❜ ✐♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r✱ ✈❡r❦ür③t ❛❜❡r ❜❡✐ s♦r❣❢ä❧t✐❣❡r ❲❛❤❧
❞❡r P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡ P✉❧s❧ä♥❣❡✱ ❞✐❡ ✐♠ ♠♦❞❡✲❧♦❝❦✲❇❡tr✐❡❜ ❡rr❡✐❝❤❜❛r ✐st ❬✺✼❪✳
❍✐♥③✉ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ tr♦t③ ✐❤r❡r ✈♦r❞❡rs❡✐t✐❣❡♥ ❆❘✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣
s❡❧❜st ❛❧s ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✜❧t❡r ✇✐r❦t✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❘❡✢❡❦t✐✈✐tät ❞❡r ❆❘✲❙❝❤✐❝❤t ✈♦♥ ♥✉r
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✽✿ ■♥t❡r❢❡r❡♥③♠✉st❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❱✲❢ör♠✐❣❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ✭❇✐❧❞ ❛✉s ❬✽✶❪✮✳
✸✾
✵✱✷✺✪ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞❛r❛✉s ❢♦❧❣❡♥❞❡ ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❥❡♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❞ä♠♣❢❡♥✱ ❛✉❢ ❞✐❡ s✐❡ ❞❡str✉❦t✐✈
✇✐r❦t✳ ❊✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♣♦s✐t✐✈❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③ ❧✐❡❣t ✈♦r✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡s m ❞❡r ❤❛❧❜❡♥
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λm
2
❣❡♥❛✉ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❉✐❝❦❡ n · L ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❡♥ts♣r✐❝❤t✿
m · λm
2
= n · L ✭✶✳✷✺✮
❆✉❝❤ ✇❡♥♥ ❞✐❡s❡ ❉ä♠♣❢✉♥❣ ♥✉r ✵✱✺✪ ❜❡trä❣t✱ ✐st ❞❛s ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s
❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ③✉ s❡❤❡♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❞❛❢ür s♦r❣❡♥✱ ❞❛ss ❞❡str✉❦t✐✈ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥✲
❧ä♥❣❡♥ ♥✐❝❤t ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥✳
✹✵
✷ ❉❡s✐❣♥❛✉s❢❡rt✐❣✉♥❣ ✉♥❞
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥
■♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ✇✐r❞ ❢ür ❞❛s ♦❜✐❣❡ ❖s③✐❧❧❛t♦r❞❡s✐❣♥ ③✉♥ä❝❤st ❞✐❡ ❦♦♥❦r❡t❡ P✉♠♣q✉❡❧❧❡
❢❡st❣❡❧❡❣t✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ♥öt✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ✭❉♦t✐❡r✉♥❣ ✉♥❞ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡✱ P✉♠♣✢❡❝❦✲
r❛❞✐✉s✱ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ✉♥❞ ❆❜st❛♥❞✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs
✭❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐❧✉♥❣✱ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡✮ ♥✉♠❡r✐s❝❤ s✐♠✉❧✐❡rt ✇✐r❞✳
✷✳✶ ❈❤❛r❛❦t❡r✐s✐❡r✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣q✉❡❧❧❡
❉❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r s♦❧❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❢❛s❡r❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❜❡✐ ✾✽✵♥♠ ❣❡♣✉♠♣t ✇❡r❞❡♥✳
Ü❜❧✐❝❤❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ✐♥ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣s❦❧❛ss❡ ♠❡❤r❡r❡r ❲❛tts s✐♥❞ ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ ▼♦❞✉❧❡ ❛✉s ♠❡❤✲
r❡r❡♥ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❞❛❤❡r ❡✐♥❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ✈♦♥ ❡t✇❛ ✻♥♠✳ ❉❛ ❞✐❡
❍❛❧❜✇❡rts❜r❡✐t❡ ❞❡r ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ❞❡s ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠s ❜❡✐ ✽✵❑ ❛❜❡r ♥✉r ✶✱✽♥♠
❜❡trä❣t ❬✹✷❪✱ ♠✉ss ❢ür ❡✐♥❡♥ ❤♦❤❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣s❣r❛❞ ❡✐♥❡ P✉♠♣❞✐♦❞❡ ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r❡r
❇❛♥❞❜r❡✐t❡ ❜❡s❝❤❛✛t ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❝❤t✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞✐❡s❡r ▼♦❞✉❧❡ s✐♥❞ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣✱
❞✐❡ ❩❡♥tr❛❧✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞❡r❡♥ ❚♦❧❡r❛♥③✱ ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❍❛❧❜✇❡rts❜r❡✐t❡✱ s♦✇✐❡ ❞❡r ❑❡r♥✲
❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❆♣❡rt✉r ✭◆❆❀ ❙✐♥✉s ❞❡s ❤❛❧❜❡♥ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧s✮ ❞❡r ❛♥❣❡✲
s❝❤❧♦ss❡♥❡♥ ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❋❛s❡r✳ ❉❡r ❑❡r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ◆❆ ❞❡r ❋❛s❡r ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡
❖♣t✐❦❡♥ ❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✉♠ ❞❛s ❋❛s❡r❡♥❞❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❛❜③✉❜✐❧❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐
s✐♥❞ ❣❡r✐♥❣❡ ❑❡r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r ◆❆ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ P✉♠♣✲
✢❡❝❦❞✉r❝❤♠❡ss❡r ♦❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❇r❡✐t❡♥ ❞❡s ❦♦❧❧✐♠✐❡rt❡♥ P✉♠♣str❛❤❧s ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥✳ ▲❡t③t❡r❡
❡r❧❛✉❜❡♥ ♠❡❤r P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ P❧❛t③❜❡❞❛r❢ ❞❡r P✉♠♣♦♣t✐❦❡♥✳ ❊✐♥
ü❜❧✐❝❤❡s ▼❛ß ❢ür ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ P ✱ ❞❡♥ ❑❡r♥❞✉r❝❤♠❡ss❡r D ✉♥❞ ❞✐❡ ◆❆ ✐st ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡
B ❞❡s ✈♦♠ ❋❛s❡r❡♥❞❡ ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ❙tr❛❤❧s ❬✺✻❪✳
B =
P
AM · ΩFF =
4 · P
piD2 · 2pi(1− cos θ) ≈
4 · P
piD2 · piθ2 ✭✷✳✶✮
❍✐❡r st❡❧❧t AM ❞✐❡ ▼♦❞❡♥✢ä❝❤❡ ✐♠ ❋♦❦✉s ✉♥❞ ΩFF ❞❡♥ ❘❛✉♠✇✐♥❦❡❧ ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✐♠ ❋❡r♥❢❡❧❞
❞❛r✳ ❉✐❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ✐♠ ❧❡t③t❡♥ ❙❝❤r✐tt ❣✐❧t ❢ür ♥✐❝❤t ③✉ ❣r♦ß❡ Ö✛♥✉♥❣s✇✐♥❦❡❧ θ < 25➦✳ ❊✐♥❡
❤♦❤❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❡rr❡✐❝❤t ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ▲❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❦❧❡✐♥❡♥ ❋❧ä❝❤❡
✉♥t❡r ♠ö❣❧✐❝❤st ❦❧❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ❛❜❣❡str❛❤❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✐st ❡✐♥ ▼❛ß ❞❛❢ür✱ ❛✉❢
✇❡❧❝❤❡ ■♥t❡♥s✐tät s✐❝❤ ❞❡r ❙tr❛❤❧ ✐♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✇✐❡❞❡r ❢♦❦✉ss✐❡r❡♥ ❧ässt✳
❩✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ❜♦t ❞✐❡ ▲✉♠✐❝s ●♠❜❍ ❞✐❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥ ♠✐t
✹✶
❞❡r ❤ö❝❤st❡♥ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❛♥✿ ❋❛s❡r❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡✱
λ = 980✱5±0✱✺♥♠✱ ❍❛❧❜✇❡rts❜r❡✐t❡< 0✱✻♥♠✱ P = 50❲✱ ❙▼❆✲❋❛s❡r❛♥s❝❤❧✉ss ❢ürD = 105➭♠✱
◆❆= 0✱✷✷✳ ❉✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❚♦❧❡r❛♥③ ❞❡r ❩❡♥tr❛❧✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❣❡r✐♥❣❡ ❍❛❧❜✇❡rts❜r❡✐t❡ ❦♦♠♠❡♥
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ❡✐♥❡s ❱♦❧✉♠❡♥✲❇r❛❣❣✲●✐tt❡rs ✭❱❇●✮ ③✉st❛♥❞❡ ❬✽✵❪✳ ❉✐❡s❡s ❢✉♥❣✐❡rt ❛♥ ❞❡r
rü❝❦s❡✐t✐❣❡♥ ❋❛❝❡tt❡ ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛❧s s❡❤r s❝❤♠❛❧❜❛♥❞✐❣❡r ❙♣✐❡❣❡❧✱ s♦ ❞❛ss ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❛r❦❡
❘ü❝❦❦♦♣♣❧✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❙♣✐❡❣❡❧s ❞✐❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛♠ ❡❤❡st❡♥ ❜❡✐ ❞❡r r❡✢❡❦t✐❡rt❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
❛♥s❝❤✇✐♥❣t✳ ❉❛ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣st♦❧❡r❛♥③ ❞❡s ❱❇● ❣röß❡r ✇❛r ❛❧s ❞✐❡ ❣❡❢♦r❞❡rt❡♥ ❲❡rt❡✱
✇✉r❞❡ ✈♦♠ ❍❡rst❡❧❧❡r ❡✐♥❡ ❙❡r✐❡ ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t ✉♥❞ ❞❛s ♣❛ss❡♥❞❡ ❊❧❡♠❡♥t ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❉❛s
❙♣❡❦tr✉♠ ❞❡r ❣❡❧✐❡❢❡rt❡♥ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ✉♥❞ ❞❛s ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ✈♦♥ ❨❜✿❈❛❋2 ❜❡✐ ✽✵❑
s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
❉✐❡ ❣❡❧✐❡❢❡rt❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❤❛t ❡✐♥❡ ❩❡♥tr❛❧✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✾✽✵✱✹✹♥♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❍❛❧❜✇❡rts✲
❜r❡✐t❡ ✈♦♥ ✵✱✸✺♥♠✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡r ❛✉❢❣❡♥♦♠✲
♠❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❑❛❧✐❜r✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥s❦❛❧❛ ✈♦♥ ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡r♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤
❁✵✱✺♥♠ ♦❢t ❢r❛❣✇ür❞✐❣ ✐st✳ ❯♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ❞❛✈♦♥✱ ✇✐❡ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r ❜❡✐✲
❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ▼❛①✐♠❛ ❜❡st✐♠♠t ✇✉r❞❡✱ ❧ässt s✐❝❤ ❢❡stst❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥
♦♣t✐♠❛❧ ü❜❡r❧❛♣♣❡♥✳ ❋ür ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ✈♦♥ ❞❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐t✲
t❡♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡s ❆❜s♦r♣t✐♦♥s♠❛①✐♠✉♠s ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❩✉r ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡s ❙♣❡❦✲
tr✉♠s ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❑ü❤❧✇❛ss❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛✉❢ ✷✹➦❈ ❡✐♥❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ ❞✐❡s❡ ✐❤r
❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❬✺✻❪✳ ❉❛ ❛❜❡r ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛✉❝❤ ✐❤r❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈❡rä♥❞❡rt✱ ✇✐r❞ ❞❛s ❣❡③❡✐❣t❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ❡rst ❛❜ ❞❡r ❤❛❧❜❡♥ ▼❛①✐♠❛❧✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✿ ❊♠✐ss✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ❞❡r P✉♠♣❞✐♦❞❡ ✭s❝❤✇❛r③✱ ❛✳✉✳✮ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦✲
tr✉♠ ✈♦♥ ❨❜✿❈❛❋2 ❜❡✐ ✽✵❑ ✭r♦t✱ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❬✹✷❪✮✳
✹✷
❧❡✐st✉♥❣ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❋ür ❦❧❡✐♥❡r❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❜③✇✳ ❛♥❞❡r❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❡t✇❛ ✷♥♠
✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❱❇●✲❙♣✐t③❡ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣❡r ✐♥t❡♥s✐✈❡s✱ ✻♥♠ ❜r❡✐t❡s✱ t②♣✐s❝❤❡s ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥s♣❡❦✲
tr✉♠ ❛✉s✳ ❇❡✐ ✷✹➦❈ ❑ü❤❧✇❛ss❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ♥❛❤❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❡♥t❢ä❧❧t ❛✉❢ ❞✐❡s❡s
❜r❡✐t❡r❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ❜✐s ③✉ ✸✵✪ ❞❡r ❡♠✐tt✐❡rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣✳ ❇❡✐ st❡✐❣❡♥❞❡♠ ❙tr♦♠ ✇✐r❞ ❞✐❡s❡r
❆♥t❡✐❧ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r✱ ❛❜ ❞❡r ❤❛❧❜❡♥ ◆❡♥♥❧❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛s ❙♣❡❦tr✉♠ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❞✉r❝❤ ❞❛s
❱❇● ❜❡st✐♠♠t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r s✐♥❦❡♥❞❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥ ✾✽✵♥♠
❢ä❧❧t ❢ür ❦❧❡✐♥❡r❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❡t✇❛s s❝❤♥❡❧❧❡r ❛❜ ❛❧s ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ❉✐♦❞❡
❡♠✐tt✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣✳
❇❡✐ ❞✐❡s❡r ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❜❡st✐♠♠t✳
❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❋❛s❡r ✐♥ ❡✐♥❡r ❱❛❦✉✉♠❞✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣ ❡✐♥❣❡❜r❛❝❤t ✇❡r❞❡♥
♠✉ss✱ ♠✉sst❡ s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛❜♥❡❤♠❜❛r s❡✐♥✳ Ü❜❧✐❝❤❡r✇❡✐s❡ ✇❡r❞❡♥ s♦❧❝❤❡ ❋❛s❡r♥
❤✐♥❣❡❣❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡r ❏✉st❛❣❡ ✈❡r❦❧❡❜t✳ ❉✐❡ ❆❜♥❡❤♠❜❛r❦❡✐t ✈❡rr✐♥❣❡rt ❞✐❡ ❊✐♥❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③
✐♥ ❞✐❡ ❋❛s❡r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❚♦❧❡r❛♥③❡♥ ❡✐♥❡s ❙▼❆✲❙t❡❝❦❡rs ❣röß❡r s✐♥❞ ❛❧s ❞✐❡ ❚♦✲
❧❡r❛♥③❡♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❏✉st❛❣❡✳ ❉❛♠✐t ❞✐❡ ♥✐❝❤t ❦♦rr❡❦t ❡✐♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ▲❡✐st✉♥❣ ♥✐❝❤t ❞✐❡
❋❡rr✉❧❡ ❜③✇✳ ❞❡♥ ❑❧❡❜st♦✛ ♥❡❜❡♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❋❛s❡r ❜❡s❝❤ä❞✐❣t✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❋❛s❡r❛♥s❝❤❧✉ss
❢ür ❤♦❤❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❢r❡✐st❡❤❡♥❞❡♥ ❊♥❞❢❛❝❡tt❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❉✐❡ ♥✐❝❤t ❡✐♥❣❡❦♦♣♣❡❧t❡
▲❡✐st✉♥❣ ♣r♦♣❛❣✐❡rt ❞❛♥♥ ❡rst ❡✐♥✐❣❡ ▼✐❧❧✐♠❡t❡r ❛✉s ❞❡♠ ❋♦❦✉s ❤❡r❛✉s✱ ❜❡✈♦r s✐❡ ✈♦♥ ❞❡r
❑✉♣❢❡r✲❋❡rr✉❧❡ ③❡rstr❡✉t ✇✐r❞✳
❆✉ß❡r❞❡♠ ✜❡❧❡♥ ü❜❡r ❞✐❡ ❉❛✉❡r ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ♠❡❤r❡r❡ ❊♠✐tt❡r ❞❡s ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥♠♦✲
❞✉❧s ❛✉s✱ s♦ ❞❛ss ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ♥✉r ✷✶✱✸❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢ ❛♥ ❞✐❡ P♦s✐t✐✲
♦♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ tr❛♥s♣♦rt✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡✐♥❡r ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✈♦♥
B = 1, 6 · 106 ❲
❝♠2·sr
✳ ■♥ ❊r❤❛r❞ ❬✷✸❪ ✇✐r❞ ❞❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❙tr❛❤❧✲
❞✐❝❤t❡ ❞❡r P✉♠♣q✉❡❧❧❡ ✉♥❞ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ❤❡r❣❡❧❡✐t❡t✳ ❉✐❡
❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❞❡r ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ✇ür❞❡ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ❢ür ♠❡❤r ❛❧s ✸✷ P✉♠❞✉r❝❤✲
❣ä♥❣❡ ❛✉sr❡✐❝❤❡♥✳ ❊✐♥❡ ❤ö❤❡r❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✇är❡ ③✇❛r ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt ❣❡✇❡s❡♥✱ ❛❜❡r ❞❡r
❊♠✐tt❡r❛✉s❢❛❧❧ ✇❛r ♥✐❝❤t ✈♦r❤❡r③✉s❡❤❡♥✳ ❊s ✇är❡ ③✉❞❡♠ ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ❣❡✇❡s❡♥✱ ♠❡❤r ❛❧s
✺✵❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜❡r❡✐t③✉st❡❧❧❡♥✱ ✇❡✐❧ ❛✮ ✐♠ ▲❛❜♦r✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞❡r ❆✉❢❜❛✉ st❛♥❞✱ ❦❡✐♥❡ ▲❡✐s✲
t✉♥❣s♠❡ss❦ö♣❢❡ ✉♥❞ ❙tr❛❤❧❛❜s❝❤✐r♠✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡r❛rt✐❣❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ✈♦r❤❛♥❞❡♥ s✐♥❞✱ ❜✮ ❞❛s
s❦❛❧✐❡r❜❛r❡ ❑♦♥③❡♣t ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡rs ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❤ö❤❡r❡
▲❡✐st✉♥❣❡♥ ü❜❡rtr❛❣❜❛r ♠❛❝❤t ✉♥❞ ❝✮ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ♥öt✐❣❡♥ ❲är♠❡❜rü❝❦❡ ❞✐❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ♠✐t ❞❡r ③✉ ❦ü❤❧❡♥❞❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ r❛s❝❤ ❛♥st❡✐❣t ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt
✸✳✶✮✳
✷✳✷ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡
❉✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥♣❛r❛♠❡t❡r s♦❧❧ s♦ ❡r❢♦❧❣❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ηC
❡rr❡✐❝❤t ✇✐r❞✳ ❲✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✹ ③❡✐❣t✱ ♠üss❡♥ ❞❛❢ür ❞✐❡ r❡s♦♥❛t♦r✐♥t❡r♥❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❦❧❡✐♥
✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❆✉s❦♦♣♣❧✉♥❣ s❡✐♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ❍❘✲ ✉♥❞ ❆❘✲❙❝❤✐❝❤t❡♥
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✭❍❘❃✾✾✱✽✪ ✉♥❞ ❆❘❁✵✱✷✪✮ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜s❝❤ät③❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r✈❡r✲
❧✉st❡ ❡t✇❛ ✵✱✷✪ ♣r♦ ❯♠❧❛✉❢ ❜❡tr❛❣❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❍✐❡r ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘❡✢❡❦t✐♦♥❡♥
✹✸
❛♥ ❞❡r ❆❘✲❙❝❤✐❝❤t ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ③✉ ❱❡r❧✉st❡♥ ❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥t❡r♥❡♥ ❘❡✢❡❦t✐♦♥❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡
✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✻✳✷ ❣❡③❡✐❣t ✇✉r❞❡✱ ❦♦♥str✉❦t✐✈ ✐♥t❡r❢❡r✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❛♥ ❞❡r ❆✉ß❡♥✲
s❡✐t❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ✇✐r❞ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ♥✐❝❤t
✈❡r❧❛ss❡♥ ✉♥❞ s♦♠✐t ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡r ❑❛✈✐tät ❜❧❡✐❜❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❱❡r❧✉st ✈♦♥ ✵✱✷✪ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❆✉s✲
❦♦♣♣❧✉♥❣ ♠✐♥❞❡st❡♥s ✶✪ ❜❡tr❛❣❡♥✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ✽✸✪ ♥✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤r❡✐t❡t✳
■♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ s✐♥❞ ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❡✐t ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❛s s♣❡③✐✜③✐❡rt❡
▼❛①✐♠✉♠✳ ●❡♠äß ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✵ ♠✉ss ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ G = exp[(g−γ) · 2 ·L] ✐♠ ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❛❧s♦ ✶✱✵✶✷ ❜❡tr❛❣❡♥✳ ❇❡✐ ❊♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ✶✵✸✵♥♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵❑ s♣✐❡❧t
❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❛❤❡r ❡r❣✐❜t s✐❝❤✿
exp(σem · β · C · 2 · L) = 1✱012 ✭✷✳✷✮
β · C · L = ln 1✱012
2 · σem ✭✷✳✸✮
❉✐❡s❡ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣ ❢ür ■♥✈❡rs✐♦♥✱ ❉♦t✐❡r✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❉✐❝❦❡ ✇✐r❞ ♥✉♥ ❡r✇❡✐t❡rt
✉♠ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣ ❡✐♥❡r ❤♦❤❡♥ P✉♠♣❡✣③✐❡♥③ ηP > 0✱95✿
✵✱✵✺ > exp[(β(σem + σabs)− σabs) · C · 12 · L] ✭✷✳✹✮
❲✐❡ s♣ät❡r ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✱ ❡r❧❛✉❜t ❞✐❡ ❤✐❡r r❡❛❧✐s✐❡rt❡ P✉♠♣♦♣t✐❦ s❡❝❤s
❉♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣✱ s♦ ❦♦♠♠t ❞✐❡ ✶✷ ✐♠ ▲❛♠❜❡rt✲❇❡❡r✬s❝❤❡♥ ●❡s❡t③ ③✉✲
st❛♥❞❡✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❣❡♠äß ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✾ s✉❜st✐t✉✲
✐❡rt✿
ln 0✱05
12
> β · C · L · (σem + σabs)− C · L · σabs ✭✷✳✺✮
❊✐♥s❡t③❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✸ ❡r❣✐❜t✿
ln 0✱05
12
>
ln 1✱012
2 · σem · (σem + σabs)− C · L · σabs ✭✷✳✻✮
C · L > ln 1✱012
2
·
(
1
σabs
+
1
σem
)
− ln 0✱05
12 · σabs ≃ 1✱36
1019
cm2
✭✷✳✼✮
Cmol · L > 0✱83♠♦❧✪ ·♠♠ ✭✷✳✽✮
❩✉❧❡t③t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣❞❞✐❝❤t❡ ❛❧s C = ✶✱✻✸✺ ·1020 1
❝♠3
Cmol
mol%
❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ✉♠ s✐❡ ✈♦♥ 1
❝m3
✐♥ ♠♦❧✪ ③✉ ü❜❡r❢ü❤r❡♥✳ ❉✐❡s❡ ●röß❡ ✐st ❜❡ss❡r ❤❛♥❞❤❛❜❜❛r✱ ❞❛ ③✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❍❡r✲
st❡❧❧❡r ✐❤r❡ ❑r✐st❛❧❧❡ s♦ s♣❡③✐✜③✐❡r❡♥✳ ◆✉♥ ✐st ❉✐❝❦❡ ❣❡❣❡♥ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❛❜③✉✇ä❣❡♥✳ ❇❡✐ ✶♠♦❧✪✲
❉♦t✐❡r✉♥❣ ♠üsst❡ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ L♠✐♥❞❡st❡♥s ✵✱✽✸♠♠ ❜❡tr❛❣❡♥✳ ❆♥❞❡r❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❑♦♠❜✐♥❛t✐♦♥❡♥
✇är❡♥ ✸♠♦❧✪ ✉♥❞ ✵✱✸♠♠❀ ♦❞❡r ✾♠♦❧✪ ✉♥❞ ✵✱✶♠♠✳ ❊✐♥❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❞✐❝❦❡ ❜❡✲
✇✐r❦t ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❡✐♥❡ ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥✈♦r❞❡rs❡✐t❡✳ ❆♥s❝❤❛✉❧✐❝❤ ❦❛♥♥
✹✹
♠❛♥ s✐❝❤ ❞❛s ♠✐t ❞❡r ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❦❧❛r♠❛❝❤❡♥✿
Q˙ = ∆T · k · A
L
✭✷✳✾✮
❊✐♥❡ ❍❛❧❜✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❉✐❝❦❡ L ❜❡✐ ❦♦♥st❛♥t❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❦♦♥st❛♥t❡r
❋❧ä❝❤❡ A ❣❡❤t ❡✐♥❤❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ❱❡r❞♦♣♣❡❧✉♥❣ ❞❡r ❍❡✐③❧❡✐st✉♥❣ Q˙ ✭♣r♦ ❱♦❧✉♠❡♥✮✳ ❉❛❤❡r
❜❧❡✐❜t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ∆T ❦♦♥st❛♥t✳ ■♠ ●❡❣❡♥t❡✐❧ ✇ür❞❡ ❡✐♥❡ ❞ü♥♥❡r❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❛❜❡r
❞✐❡ ♥öt✐❣❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ P✉♠♣❡✣③✐❡♥③ ❡r❤ö❤❡♥✱ ✇❛s ❣❡♠äß ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ✈♦♥
P♦♣♦✈ ❡t ❛❧✳ ❬✻✹❪ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ k ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ s❡♥❦t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵❑
✉♥❞ ✾♠♦❧✪ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ❤❛t ❨❜✿❈❛❋2 ❡✐♥❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ✈♦♥ ✶✱✸✸ ❲♠❑ ❀ ❜❡✐ ✸♠♦❧✪ ✸
❲
♠❑
❀ ✉♥❞
❜❡✐ ✶♠♦❧✪ ❡t✇❛ ✽ ❲
♠❑
✳ ❉✐❡ ❉✐❝❦❡ s♦❧❧t❡ s♦ ❞ü♥♥ ✇✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡✇ä❤❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛♠✐t P✉♠♣✲
✉♥❞ ❘❡s♦♥❛t♦r✲▼♦❞❡ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❣✉t ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ✉♥❞ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r
❙tr❛❤❧r✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r❤✐♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❊✐♥❡ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ♠✐t ❡t✇❛s ❙✐❝❤❡r❤❡✐tss♣✐❡❧r❛✉♠ ✭✇❡✐❧ ❡✐♥✐❣❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♠❡❤r ❛❧s
❞✐❡ ♦❜✐❣❡♥ ✶✪ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❤❛❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✮ ✐st ❡✐♥❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ✈♦♥ ✸♠♦❧✪ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❙❝❤❡✐✲
❜❡♥❞✐❝❦❡ ✈♦♥ ✵✱✺♠♠✳ ❉✐❡s❡ ❉✐❝❦❡ ✐st ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❣röß❡r ❛❧s ❢ür ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ü❜❧✐❝❤ ✉♥❞ ❜❡✐
❞✐❡s❡♠ ▲❛s❡r ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣✱ ✇✐❡ ❞❡r P✉♠♣✢❡❝❦❞✉r❝❤♠❡ss❡r ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡♥✮✳
❉❛s ❤❛t ③✉r ❋♦❧❣❡✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ❣❡❜❡♥ ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r r❡❧❛t✐✈ ❣❡r✐♥❣❡♥
P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ❞❛s ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❡✐♥ ❣r♦ß❡s Pr♦❜❧❡♠ ❞❛rst❡❧❧❡♥ ✭❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ s✐❡❤❡ ❆❜✲
s❝❤♥✐tt ✷✳✼✮✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❢ür ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ü❜❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❢❛❤r❡♥
❬✷✽❪ ❛✉❢✇ärts s❦❛❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧✱ ✇ür❞❡ ❞✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ s♦❣❛r ✇✐❡❞❡r ❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ ♠✐t ❞❡r
❱❡r❣röß❡r✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s ❞✐❡ r❛❞✐❛❧❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❡✐♥❡ ✐♠♠❡r ❦❧❡✐♥❡r❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t✳
❊✐♥ ♣♦s✐t✐✈❡r ◆❡❜❡♥❡✛❡❦t ❞❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣r♦ß❡♥ ❉✐❝❦❡ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡✉t✲
❧✐❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤❡r ✇✐r❞ ✉♥❞ ❇✐❡❣✉♥❣❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❋✐①✐❡r✉♥❣
✈❡rr✐♥❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦♥ ❲❡♥ts❝❤ ❡t ❛❧✳ ✐♥ ❬✽✹❪ ❛✉s❢ü❤r❧✐❝❤ ❣❡③❡✐❣t❡♥ ✉♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ Pr♦✲
❜❧❡♠❡ ✇✐❡ ❘✐ss❡ ✉♥❞ ❇rü❝❤❡ ❢ür ❙❝❤❡✐❜❡♥❞✐❝❦❡♥ ✉♠ ✷✵✵➭♠ s♦❧❧t❡♥ ❞❛❤❡r ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❛✉❢tr❡t❡♥✳
✷✳✸ ❉❡r P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s
❆❧s ♥ä❝❤st❡s ✐st ❞✐❡ ●röß❡ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s ❢❡st③✉❧❡❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ❣r✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ▲✐♠✐t✐❡r✉♥❣ ✐st ❞✐❡
❩❡rstörs❝❤✇❡❧❧❡ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❜③✇✳ s❡✐♥❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥✳ ❱❡r❧äss❧✐❝❤❡ ❉❛t❡♥ ü❜❡r ❞✐❡
❩❡rstörs❝❤✇❡❧❧❡ ❜❡✐ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣ s✐♥❞ ♥✉r s❝❤✇❡r ③✉ ✜♥❞❡♥✳ ❲✐❡ ✈♦♥ ❲♦♦❞
✐♥ ❬✽✺❪ ❞❛rst❡❧❧t✱ ✐st ❞✐❡s❡ ❩❡rstörs❝❤✇❡❧❧❡ ❛✉❝❤ ❡①tr❡♠ ❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t✐❡r✉♥❣ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s✳ ❋ür ❡✐♥ ❱♦❧✉♠❡♥♠❛t❡r✐❛❧ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ③✳❇✳ ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡r
❲❡rt ❛❧s ❢ür ❡✐♥ ❙②st❡♠ ❛✉s ❞ü♥♥❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥✳ ❉✐❡ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❛✉s ❞❡♠ ❘❡s♦♥❛✲
t♦r ❜❡trä❣t ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✷✵❲✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ✈♦♥ ✶✪ ✇är❡♥ ❞❛s ✷❦❲ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r
✉♠❧❛✉❢❡♥❞❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✐♥ ❡✐♥❡♠ P✉♠♣✢❡❝❦ ✈♦♥ ✹✵✵➭♠ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡♥✮
✶✱✻▼❲
❝♠2
✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞❛s ü❜❡r ❞❡♥ ❲❡rt❡♥ ✐st✱ ❞✐❡ ❲♦♦❞ ③✳❇✳ ❢ür ❩♥❙❡ ❛♥❣✐❜t✱ ♠✉ss ♠❛♥ ❢❡st✲
❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❤✐❡r ❜❡str❛❤❧t❡♥ ❙❝❤✐❝❤t❡♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ t❤❡r♠✐s❝❤ s❡❤r ❣✉t ❦♦♥t❛❦t✐❡rt
s✐♥❞ ✉♥❞ st❛r❦ ❣❡❦ü❤❧t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛ ❞❡r ❩❡rstör♠❡❝❤❛♥✐s♠✉s ❜❡✐ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r ❇❡str❛❤❧✉♥❣
❞❛s ❧♦❦❛❧❡ ❙❝❤♠❡❧③❡♥ ❞❡s ▼❛t❡r✐❛❧s ✐st✱ s♦❧❧t❡ ❞✐❡ ❛❦t✐✈❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❤✐❡r ❥❡❞❡
✹✺
❩❡rstör✉♥❣ ✈❡r❤✐♥❞❡r♥✳ ▲❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ♠✉ss ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ ✐♠ ▲❛s❡r✲
❜❡tr✐❡❜ ❡✐♥❡ ❩❡rstörs❝❤✇❡❧❧❡ ü❜❡rs❝❤r✐tt❡♥ ✇✉r❞❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❍❡rst❡❧❧❡r ❞❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥ ❢ür
❞❡♥ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❦❡✐♥❡ ❆♥❣❛❜❡♥ ③✉ ❩❡rstörs❝❤✇❡❧❧❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ✭❦ö♥♥❡♥✮✳
❉✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ✐st ❡✐♥❡ ❆❜✇ä❣✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❊✛❡❦t❡♥✿ ❊✐♥
❦❧❡✐♥❡r P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ❤❛t ❞❡♥ ❱♦rt❡✐❧✱ ❞❛ss ♠✐t ❦ür③❡r❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ❜③✇✳ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥
❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ③✉ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ✐st✳ ❑ür③❡r❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥ ♠❛❝❤❡♥
❞❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ✇❡♥✐❣❡r ❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤ ❣❡❣❡♥ ❡✈❡♥t✉❡❧❧❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❜❡✇✐r❦t
❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ❡✐♥ ❦❧❡✐♥❡r❡s ❱♦❧✉♠❡♥ ♠✐t ❇❡s❡t③✉♥❣s✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❦❧❡✐✲
♥❡r❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✈❡r❧✉st❡ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜✳ ❊✐♥ ❣röß❡r❡r P✉♠♣r❛❞✐✉s ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✈❡rr✐♥❣❡rt ❞✐❡
t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❛❜♥✐♠♠t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ❢ü❤rt ❜❡✐ ❣r♦ß❡♥ P✉♠♣✢❡❝❦❡♥ ❞❡r ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ❞❡r
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ r❡❧❛t✐✈❡♥ ❱❡r❢♦r♠✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡s✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ✵✱✺♠♠
❞✐❝❦❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ✇✐r❞ ❛❧❧❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧✱ ✉♥t❡r ❞❡♠ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❢ä❧❧t
✭❤✐❡r ❡t✇❛ ✶✷➦✮✱ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ✈♦♥ ❞❡r ❘ü❝❦s❡✐t❡ ③✉r ❱♦r❞❡rs❡✐t❡ s❝❤♦♥ ✉♠
✶✵✵➭♠ ✈❡r❣röß❡rt✳ ❩✉r ❱❡r❞❡✉t❧✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡s ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦ts st❡❧❧❡ ♠❛♥ s✐❝❤ ❡✐♥❡♥
❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✈♦r✱ ❛✉❢ ❞❡♥ ❡✐♥ ❛✉s❣❡❞❡❤♥t❡r ❙tr❛❤❧ ✉♥t❡r ✶✷➦ ❢ä❧❧t✱ ❞✐❡s❡r r❡♣räs❡♥t✐❡rt
❞✐❡ ❘ü❝❦s❡✐t❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡✳ ❉❡r ❡✐♥✲ ✉♥❞ ❞❡r ❛✉s❧❛✉❢❡♥❞❡ ❙tr❛❤❧ ✇❡r❞❡♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s
❲✐♥❦❡❧s ♥✐❝❤t ❦♦♠♣❧❡tt ü❜❡r❧❛♣♣❡♥ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❣❡✇✐ss❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♠ ❙♣✐❡❣❡❧ ✭❞✐❡
❙❝❤❡✐❜❡♥✈♦r❞❡rs❡✐t❡✮ ③✉s❛♠♠❡♥ ❜r❡✐t❡r s❡✐♥ ❛❧s ❞❡r ❙tr❛❤❧ s❡❧❜st✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞❡r P✉♠♣✢❡❝❦
❛✉❢ ❞❡r ❆❘✲❙❡✐t❡ ❣röß❡r s❡✐♥ ❛❧s ❛✉❢ ❞❡r ❍❘✲❙❡✐t❡✳
❩✉sät③❧✐❝❤ ❤❛t ❡✐♥ ❣röß❡r❡r P✉♠♣❢♦❦✉s ❡✐♥❡ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③✳ ❉✐❡s❡ trä❣t ❛✉❝❤ ❞❛③✉ ❜❡✐✱
❞❛ss ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ s✐❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❱♦r❞❡r✲ ✉♥❞ ❞❡r ❘ü❝❦s❡✐t❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡t
✉♥❞ s♦ ❞❡♥ P✉♠♣✢❡❝❦ ✈♦♥ s❡✐♥❡r ✐❞❡❛❧❡♥ ✢❛t✲t♦♣✲❋♦r♠ ❡♥t❢❡r♥t✳
❆❧s ❑♦♠♣r♦♠✐ss ❛✉s ❞❡♥ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s RP
✈♦♥ ✷✵✷➭♠ ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❊♥❞✢ä❝❤❡ ❞❡r P✉♠♣❢❛s❡r ♠✐t ✺✷✱✺➭♠ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ❡✐✲
♥❡r ❑♦❧❧✐♠❛t✐♦♥s❧✐♥s❡ ✭f = 26♠♠✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ✭f = 100♠♠✮ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡
❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❱♦♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡ ❜✐s ③✉r ❙❝❤❡✐❜❡♥✈♦r❞❡rs❡✐t❡ ✈❡r❣röß❡rt s✐❝❤ ❞❡r P✉♠♣❢✲
❧❡❝❦r❛❞✐✉s ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❊✐♥❢❛❧❧s✇✐♥❦❡❧ ✭✶✵✵➭♠✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐✈❡r❣❡♥③ ✭✷✺➭♠✮ ❛✉❢ ❡t✇❛ ✸✷✺➭♠✳ ❊✐♥
❦❧❡✐♥❡r❡r ❋❧❡❝❦ ❤ätt❡ ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ❣röß❡r❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ❞❡r ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ③✇✐s❝❤❡♥ ❱♦r❞❡r✲ ✉♥❞
❘ü❝❦s❡✐t❡ ③✉r ❋♦❧❣❡✳ ❊✐♥ ❣röß❡r❡r ❋❧❡❝❦ ✇ür❞❡ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧❡ ❡r❤ö❤❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲
❇❡tr✐❡❜ ❡rs❝❤✇❡r❡♥✱ ✇✐❡ ✐♠ ♥ä❝❤st❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❛✉s❣❡❢ü❤rt ✇✐r❞✳
✷✳✹ ❘❛❞✐✉s ❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s
❯♠ ❛❜③✉s❝❤ät③❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥t❡✱
s♦❧❧ ♥✉♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✷ ❣❡♥❛✉❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✿
ηB =
´
g(r)I(r)2pirdr´
g2(r)2pirdr
✹✻
❉✐❡s❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✈♦♥ ❑♦❡❝❤♥❡r ❬✹✵❪ ✐st ❛✉s ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ●rü♥❞❡♥ ♣r♦❜❧❡♠❛t✐s❝❤✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥
✐st ③✉♥ä❝❤st ✉♥❦❧❛r✱ ✇✐❡ I(r) ✉♥❞ g(r) ③✉ ♥♦r♠✐❡r❡♥ s✐♥❞✱ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③✇✐s❝❤❡♥
◆✉❧❧ ✉♥❞ ❊✐♥s ❧✐❡❣❡♥✱ ✇✐❡ ♠❛♥ ❡s ✈♦♥ ❡✐♥❡r ✒❊✣③✐❡♥③✏ ❡r✇❛rt❡♥ ✇ür❞❡✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❡r❣❡✲
❜❡♥ s❡❧❜st ❑♦❡❝❤♥❡rs ❡✐❣❡♥❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❡ ❜❡✐ ❦♦rr❡❦t❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❲❡rt❡ ❣röß❡r ❛❧s ❊✐♥s ✭s✐❡❤❡
❬✹✵❪ ❙❡✐t❡ ✶✶✻✮✳ ❩✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✐st s✐❡ ♥✐❝❤t s②♠♠❡tr✐s❝❤✳ ❋ür ❞❛s ❊r❣❡❜♥✐s ♠❛❝❤t ❡s ❡✐♥❡♥
❯♥t❡rs❝❤✐❡❞✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❡r ❜❡✐❞❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ I ✉♥❞ ✇❡❧❝❤❡ g ✐st✳ ❲✐❡ ❑♦❡❝❤♥❡r ✐♥ s❡✐♥❡♥ ❇❡✐✲
s♣✐❡❧❡♥ ✈♦rr❡❝❤♥❡t✱ ❢ü❤rt ❞❛s ❡✛❡❦t✐✈ ❞❛③✉✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❦❧❡✐♥❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t ✈♦♥ ❡✐♥❡r
❜❡❧✐❡❜✐❣ ❣r♦ß❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ✒♣❡r❢❡❦t✏ ü❜❡r❧❛♣♣t ✇✐r❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✐st ❞❛s
❢ür ✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡ ♥✐❝❤t ③✉tr❡✛❡♥❞❀ ❛♥❞❡r❡ ❊✛❡❦t❡ ✇✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ♦❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞✉r❝❤
❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❤❛❜❡♥ ❞❡♥ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❊✛❡❦t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss
❡✐♥ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t ❛✉❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ s❡❤r ❣❡r✐♥❣❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❡✐♥❡r ✇❡s❡♥t❧✐❝❤
❣röß❡r❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❜❡✇✐r❦t✳
❉❛❤❡r ❡rs❝❤❡✐♥t ❡s s✐♥♥✈♦❧❧❡r✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ♥✉r ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❞❛s P✉♠♣❣❡❜✐❡t ü❜❡r❞❡✲
❝❦❡♥ s♦❧❧✱ s♦♥❞❡r♥ ❛♥❞❡rs❤❡r✉♠ ❞❛s P✉♠♣❣❡❜✐❡t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ü❜❡r❞❡❝❦❡♥ s♦❧❧✳ ❉✐❡
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s Ü❜❡r❧❛♣♣✐♥t❡❣r❛❧s s♦❧❧t❡ ❛❧s♦ s②♠♠❡tr✐s❝❤ s❡✐♥✳ ❆❧s ♠❛t❤❡♠❛t✐s❝❤❡s ❲❡r❦③❡✉❣
❢ür s♦❧❝❤ ❡✐♥❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ❜✐❡t❡t s✐❝❤ ❞❡r L2 ❛♥✳ ❲✐❡ ③✳❇✳ ✐♥ ❬✼✹❪ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❡①✐st✐❡rt ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❍✐❧❜❡rtr❛✉♠ ❞❡r q✉❛❞r❛t✐♥t❡❣r✐❡r❜❛r❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❡✐♥ ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t✿ 〈f, g〉L2 =
´
R✷
(f · g)✱
✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ◆♦r♠ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❘❛✉♠ ✐♥❞✉③✐❡rt✿ ‖f‖2L2 = 〈f, f〉L2 =
´
R✷
(f 2)✳
❉❡r ❑♦s✐♥✉ss❛t③ ✐♠ R3 ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✵✮ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r ♥♦r♠✐❡rt❡r
❱❡❦t♦r❡♥ a, b ❞❡♠ ❑♦s✐♥✉s ❞❡s ❲✐♥❦❡❧s ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦t♦r❡♥ ❡♥ts♣r✐❝❤t✿
cos(αa,b) =
〈a, b〉
‖a‖ · ‖b‖ ✭✷✳✶✵✮
❉✐❡s❡r ❑♦s✐♥✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛✉❝❤ ❛❧s ▲ä♥❣❡ ❞❡r Pr♦❥❡❦t✐♦♥ ❞❡s ❡✐♥❡♥ ♥♦r♠✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦rs ❛✉❢
❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ♥♦r♠✐❡rt❡♥ ❱❡❦t♦r ❛✉✛❛ss❡♥✳ ❆♥❛❧♦❣ ❞❛③✉ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❞❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t ③✇❡✐❡r
♥♦r♠✐❡rt❡r ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ ✐♠ L2 ❞❡♠ Ü❜❡r❧❛♣♣✳ ❊s ✐st ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥ ◆✉❧❧✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥
❞✐s❥✉♥❦t❡ ❚rä❣❡r ❤❛❜❡♥ ✭✐♠ ❙✐♥♥❡ ❞❡s ❍✐❧❜❡rtr❛✉♠s ❛❧s♦ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ s✐♥❞✮ ✉♥❞ ❣❡♥❛✉ ❞❛♥♥
❊✐♥s✱ ✇❡♥♥ s✐❡ ❢❛st ü❜❡r❛❧❧ ❣❧❡✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉✐❡ s✐♥♥✈♦❧❧❡r❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡r Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ❧❛✉t❡t
❛❧s♦✿
ηO =
〈g, I〉L2
‖g‖L2 · ‖I‖L2 =
´
R✷
(g · I)√´
R✷
(g2) ·
√´
R✷
(I2)
✭✷✳✶✶✮
■♥ ❞❡r ◆♦t❛t✐♦♥ ❞❡s L2 ❧ässt s✐❝❤ ❑♦❡❝❤♥❡rs Ü❜❡r❧❛♣♣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ s❝❤r❡✐❜❡♥ ❛❧s✿
ηB =
〈g, I〉L2
‖g‖2L2
✭✷✳✶✷✮
❉❛♠✐t ✐st ❛✉❝❤ ❦❧❛r✱ ✇❛r✉♠ s✐❝❤ ❲❡rt❡ ü❜❡r ❊✐♥s ❡r❣❡❜❡♥ ❦ö♥♥❡♥✿ ❉❛s ❙❦❛❧❛r♣r♦❞✉❦t
❦❛♥♥ ❲❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ◆✉❧❧ ✉♥❞ ‖g‖L2 · ‖I‖L2 ❛♥♥❡❤♠❡♥✳ ❉❡r ❇r✉❝❤ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ❲❡rt❡ ③✇✐s❝❤❡♥
◆✉❧❧ ✉♥❞ ‖I‖L2
‖g‖
L2
❛♥♥❡❤♠❡♥✳ ❑♦❡❝❤♥❡r ♥♦r♠✐❡rt s❡✐♥❡ ❇❡✐s♣✐❡❧❢✉♥❦t✐♦♥❡♥ ❛❜❡r ✐♠ L1✱ ❛❧s♦
‖f‖L1 =
´
R✷
f = 1✳ ❉✐❡s❡ ◆♦r♠ ✐st ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ◆♦r♠ ✐♠ L2✱ s♦
❞❛ss ❑♦❡❝❤♥❡rs ηB ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧ ❛❧s ❊✣③✐❡♥③ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ ❤✐❡r ❞❡✜♥✐❡rt❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ηO ✇✐r❞ ♥✉♥ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ❢ür ❞❡♥ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❙❝❤❡✐❜❡♥✲
✹✼
❧❛s❡r✲t②♣✐s❝❤❡♥ ❋❛❧❧ ✈♦♥ ✢❛t✲t♦♣✲P✉♠♣♣r♦✜❧ g ✭♠✐t ❘❛❞✐✉s RP ✮ ✉♥❞ ●❛✉ß✲❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ I
✭♠✐t ●❛✉ßr❛❞✐✉s w✮ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳
g(r) =


1 r ≤ RP
0 r > RP
I(r) = exp
(
−2 r
2
w2
)
✭✷✳✶✸✮
❉✐❡ ü❜❧✐❝❤❡ ◆♦r♠✐❡r✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❛❜❡✐ ❛❜s✐❝❤t❧✐❝❤ ❛✉s❣❡❧❛ss❡♥✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ✐♠ L2 ♦❤♥❡❤✐♥ ♥✐❝❤t
❣✐❧t✳
‖g‖2L2 =
ˆ
R✷
(g2) =
ˆ RP
0
2pirdr = piR2P
‖g‖L2 =
√
piRp ✭✷✳✶✹✮
‖I‖2L2 =
ˆ
R✷
(I2) =
ˆ ∞
0
exp
(
−4 r
2
w2
)
2pirdr
=
[
−w
2pi
4
exp
(
−4 r
2
w2
)]∞
0
= pi
w2
4
‖I‖L2 =
√
pi
w
2
✭✷✳✶✺✮
〈g, I〉L2 =
ˆ
R✷
(g · I) =
ˆ RP
0
exp
(
−2 r
2
w2
)
2pirdr
=
[
−w
2pi
2
exp
(
−2 r
2
w2
)]RP
0
=
w2pi
2
(
1− exp
(
−2R
2
P
w2
))
ηO =
〈g, I〉L2
‖g‖L2 · ‖I‖L2 =
w2pi
2
(
1− exp
(
−2R2P
w2
))
√
piRp ·
√
piw
2
=
w
RP
(
1− exp
(
−2R
2
P
w2
))
✭✷✳✶✻✮
❉✐❡s❡r ❚❡r♠ ✇✐r❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❢ür w
RP
≈ 1✱26 ✉♥❞ ❜❡trä❣t ❞❛♥♥ ηO ≈ 0✱9✳ ❋ür ♦♣t✐♠❛❧❡♥
●r✉♥❞♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜ s♦❧❧t❡ ♠❛♥ ❛❧s♦ ❞❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r s♦ ♣❧❛♥❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦✲
❞❡ w ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❝❛✳ ✷✻✪ ❣röß❡r ✐st ❛❧s ❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡s ✢❛t✲t♦♣✲P✉♠♣♣r♦✜❧s✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠
❋❛❧❧ ✇är❡♥ ❛❧❧❡✐♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ✈♦♥ P✉♠♣❣❡❜✐❡t ✉♥❞ ▲❛s❡r♠♦❞❡ s❝❤♦♥ ❱❡r❧✉st❡ ✈♦♥
❝❛✳ ✶✵✪ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❱❡r❧✉st❡ ❧❛ss❡♥ s✐❝❤ ♥✉r r❡❞✉③✐❡r❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❤ö❤❡r❡ ❘❡s♦♥❛t♦r✲
♠♦❞❡♥ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ✭✇❡❧❝❤❡ ❡✛❡❦t✐✈ ❞✐❡ ▼♦❞❡ ✢❛t✲t♦♣✲ä❤♥❧✐❝❤❡r ♠❛❝❤❡♥✮✱ ♦❞❡r ♠✐t ❡✐♥❡♠
●❛✉ß✲ä❤♥❧✐❝❤❡r❡♥ P✉♠♣♣r♦✜❧ ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇✐r❞✳ ■♥s♦❢❡r♥ ✐st ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡rt❡ ❱❡r❜r❡✐t❡✲
r✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣♣r♦✜❧s✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡r ❑❛♥t❡♥❣❧ätt✉♥❣ ❢ü❤rt✱ ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ❢ür ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③
✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜✳
■st ❞❛s ❱❡r❤ä❧t♥✐s w
RP
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞❛s ♦❜✐❣❡ ❖♣t✐♠✉♠✱ s♦ ✇✐r❞ ❡✐♥ ❚❡✐❧ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡s
✹✽
✈♦♥ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡ ♥✐❝❤t ❣❡♥✉t③t✳ ❆✉s ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❚❡✐❧ ❦ö♥♥❡♥ ❞❛♥♥ ❤ö❤❡r❡
▼♦❞❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡ ❜❡③✐❡❤❡♥✳ ❉❛s ❡r❤ö❤t ❞✐❡ ●❡s❛♠t✲Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❞❡♥ M2✲
❋❛❦t♦r ❞❡s ❙tr❛❤❧s✳ ❉❡r ❙tr❛❤❧ ✇✐r❞ ❞❛❞✉r❝❤ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❢♦❦✉ss✐❡r❜❛r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥ ▼♦❞❡♥
❡✐♥❡ stär❦❡r❡ ♥❛tür❧✐❝❤❡ ❇❡✉❣✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐s❡♥✳ ●röß❡r❡ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ w
RP
❛❧s ♦❜✐❣❡s ❖♣t✐♠✉♠
❜r✐♥❣❡♥ ❦❡✐♥❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❛✉ß❡r ❞❡r stär❦❡r❡♥ ❯♥t❡r❞rü❝❦✉♥❣ ❞❡r ❤ö❤❡r❡♥ ▼♦❞❡♥ ❛✉❢ ❑♦st❡♥
❞❡r Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③✳ ❉✐❡ ♦❜✐❣❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❞❛s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧
✉♥t❡r ❞❡♠ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉✐❡s ✐st ❛❜❡r ♥✉r ❜❡✐ ❣❡♥❛✉❡r ❑❡♥♥t♥✐s
❞❡r ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥ ▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡r ❙tär❦❡♥ ❞❡♥❦❜❛r ✉♥❞ ❞❛❤❡r ♣r❛❦t✐s❝❤ ❦❛✉♠
❞✉r❝❤❢ü❤r❜❛r✳
■♥ ❡✐♥❡♠ ❤❡♠✐s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ❜❡st✐♠♠t ❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧s ❞✐❡
♠❛①✐♠❛❧❡ ●röß❡ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❞s♣✐❡❣❡❧ ✭❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡✮ ✉♥❞ ❧❡❣t
❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❞✐❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡♥ ❢❡st✳ ❑❧❡✐♥❡r❡ ▼♦❞❡♥❣röß❡♥ s✐♥❞ ❞✉r❝❤ ✈❡rä♥✲
❞❡rt❡ ❙♣✐❡❣❡❧❛❜stä♥❞❡ ✐♠♠❡r ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ●röß❡ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ✇✉r❞❡ ♠✐tt❡❧s ❆❇❈❉✲
▼❛tr✐①✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ✭s✐❡❤❡ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✺✳✷✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ s❡❧❜st ❣❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡♥ ❙❝r✐♣t ❢ür ❞✐❡
◆✉♠❡r✐❦✲❙♦❢t✇❛r❡ ▼❛t❧❛❜ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢ ✈❡r❢ü❣❜❛r❡ ▲ä♥❣❡ ❞❡s
❘❡s♦♥❛t♦rs ✐st ❜❡❣r❡♥③t ❛✉❢ ✶✺✲✷✽❝♠✳ ❋ür ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ✇är❡ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ROC
✈♦♥ ✶✺✵✵♠♠ ❣ü♥st✐❣✱ ❞✐❡s❡r ✇ür❞❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼♦❞❡♥r❛❞✐✉s w ✈♦♥ ✹✶✵➭♠ r❡s✉❧t✐❡r❡♥✳ ❩✉♠
❱❡r❣❧❡✐❝❤✿ ❉❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❘❛❞✐✉s ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s ✐st ❝❛✳ ✸✷✺➭♠ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡③✐❡❤✉♥❣ ❞❡r ❱❡r✲
❣röß❡r✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥✈♦r❞❡rs❡✐t❡✳ ❊✐♥ s♦ ❣r♦ß❡r ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ✇ür❞❡ ❞❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r ❛❧✲
❧❡r❞✐♥❣s ❛♥❢ä❧❧✐❣❡r ❢ür t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙tör✉♥❣❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ✭s✐❡❤❡ ✷✳✼✮✳ ❋ür ❞❡♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜
✇är❡ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ✈♦♥ ✷✺✵♠♠ ❣✉t ❣❡❡✐❣♥❡t✳ ■♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡♥
❦❛♥♥ ❞❡r ▼♦❞❡♥r❛❞✐✉s ❞❛♠✐t ③✇✐s❝❤❡♥ ✵ ✉♥❞ ✷✵✵➭♠ ✈❡rä♥❞❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür s❡❤r ❦❧❡✐♥❡ ❘❛❞✐✲
❡♥ ❜❡✇❡❣t s✐❝❤ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ♥❛tür❧✐❝❤ ✐♥ ❞❡r ◆ä❤❡ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐täts❣r❡♥③❡ ✉♥❞ ✇✐r❞ ❛✉❢
❞❡♠ ❛♥❞❡r❡♥ ❊♥❞s♣✐❡❣❡❧ s❡❤r ❣r♦ß✳ ❉❛s ❢ü❤rt ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡♥❞❧✐❝❤❡♥ ❆♣❡rt✉r ✉♥❞ ❋♦r♠tr❡✉❡
❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ③✉ ❙tör✉♥❣❡♥ ❞❡s ▲❛s❡rstr❛❤❧s ♥❛❤❡ ❞❡r ❙t❛❜✐❧✐täts❣r❡♥③❡✳
❉❡r ▲❛s❡r s♦❧❧ s♦✇♦❤❧ ❣r✉♥❞♠♦❞✐❣ ❛❧s ❛✉❝❤ ♠✉❧t✐♠♦❞✐❣ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉❛ ❛❜❡r
❞✐❡ ❇❡s❝❤❛✛✉♥❣ ❞❡r s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ s❡❤r ❛✉❢✇ä♥❞✐❣ ✇❛r✱ ♠✉sst❡ ❡✐♥❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡
❢❡st❣❡❧❡❣t ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ROC = 400♠♠ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ❣❡✇ä❤❧t✳ ❉❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❘❡✲
s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❧ässt s✐❝❤ ❞❛♠✐t ✉♠ w = 250➭♠ ❤❡r✉♠ ❧❡✐❝❤t ✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ❆✉s ❞❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥
✐♠ ❧❡t③❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ❡r❣✐❜t s✐❝❤✱ ❞❛ss ❞❛s t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡ P✉♠♣♣r♦✜❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❡✐♥❡♠ ✢❛t✲t♦♣✲
Pr♦✜❧ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ●❛✉ß✲Pr♦✜❧ ❧✐❣❡♥ ✇✐r❞✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❡✐♥❡s ●❛✉ß✲Pr♦✜❧s ✇är❡ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣✉♥❣
♥❛tür❧✐❝❤ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❛❞✐❡♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❉❛s s♣✐❡❣❡❧t s✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❑♦♠♣r♦♠✐ss ③✉r ❘❡s♦♥❛t♦r✲
▼♦❞❡♥❣röß❡ ❛✉❝❤ ✇✐❞❡r✿ ❙✐❡ ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ♦♣t✐♠❛❧❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣✉♥❣ ❢ür ❡✐♥❡ ✢❛t✲t♦♣✲
❜③✇✳ ●❛✉ß✲P✉♠♣❡✳ ❉✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡s ✉♥t❡r❞rü❝❦t ❤ö❤❡r❡ ▼♦✲
❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❜r❡✐t❡r s✐♥❞ ✉♥❞ ❞❛❤❡r ✇❡✐t❡r ✐♥ ❞✐❡ ✉♥❣❡♣✉♠♣t❡♥ ●❡❜✐❡t❡ r❛❣❡♥✳ ❉❛❤❡r
✇✐r❞ ♠✐t ROC = 400♠♠ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ❣✉t❡r Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ♥❛❤❡ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡
❡r✇❛rt❡t✳
✹✾
✷✳✺ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs
❩✉r ❘❡❞✉❦t✐♦♥ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡ s♦❧❧ ❞✐❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ s♦ ❦✉r③ ♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐♥✳ ❲✐❡
✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✺✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❡r❤ö❤t s✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❉❛✉❡rstr✐❝❤✲▲❛s❡r ❞✐❡
■♥✈❡rs✐♦♥ ♥❛❝❤ P✉♠♣❜❡❣✐♥♥ ♥✉r s♦ ✇❡✐t✱ ❜✐s ❛✉❢ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ❱❡rstär❦✉♥❣
❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛♥❛❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❦♦♥st❛♥t ❣❡❤❛❧t❡♥✳ ❉✐❡ ■♥✈❡rs✐✲
♦♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❦❛♥♥ ❛❧s♦ ü❜❡r ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ❣❡st❡✉❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✹✳✸ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥ ✇✉r❞❡✱ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❛❜❡r ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛✉❝❤✱ ❛✉❢ ✇❡❧❝❤❡r
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞✐❡ ❣rößt❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❛✉❢tr✐tt✳ ❉❛♠✐t ❦❛♥♥ ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐✲
♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ▲❛s❡rs ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳
❊s ✇✉r❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ✶✪ ❜✐s ✺✪ ❜❡s❝❤❛✛t✳ ❲❡♥✐❣❡r ✐st
♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✱ ✇❡✐❧ ❦❧❡✐♥st❡ ❱❡r❧✉st❡ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ❞✐❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ❞❛♥♥ ❡♥♦r♠ s❡♥❦❡♥
✇ür❞❡♥✱ ✉♥❞ ♠❡❤r ✐st ♥✐❝❤t s✐♥♥✈♦❧❧✱ ✇❡✐❧ s❝❤♦♥ ❜❡✐♠ ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡r ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥
β =✵✱✷ ❜❡trä❣t ✭s✐❡❤❡ ✉♥t❡♥✮✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❤♦❤❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✈❡r❧✉st❡ ✉♥❞ ③✉♠
❛♥❞❡r❡♥ ❡✐♥❡ ③✉♥❡❤♠❡♥❞ s❝❤❧❡❝❤t❡r❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❡✣③✐❡♥③ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ✐♥✈❡rs❡♥ ✸✲◆✐✈❡❛✉✲
❙②st❡♠s✳
❉❛ s✐❝❤ ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ♥✉r ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡r r❡❧❛t✐✈ s❝❤♠❛❧❡♥ ●r❡♥③❡♥ ✈❡rä♥❞❡r♥ ❧ässt
✉♥❞ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡r❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇ü♥s❝❤❡♥s✇❡rt ✇är❡✱ ✐st ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡r ❆♥s❛t③ ③✉r
▼❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈❡r❢♦❧❣t ✇♦r❞❡♥✿ ❉✉r❝❤ ❞❛s ❉❡s✐❣♥ ❞❡s ❞✐❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❆✉s✲
❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ✐❤♠ ❡✐♥❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❛✉❢③✉♣rä❣❡♥✳
❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ❜❡✐ ❞❡r ▲❛②❡rt❡❝ ●♠❜❍ ❜❡s❝❤❛✛t✳ ❆♥❣❡❢r❛❣t ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐✲
♦♥ ✈♦♥ ❝❛✳ ✶✪ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ♠❡❤r ❛❧s ✸✵✪ ❜❡✐ ✶✵✸✵♥♠✳ ▼✐t ❞❡♥
❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡♥ ✐st ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✵✮ ❜❡✐ ✶✵✸✵♥♠ ❞❛♥♥ ♣r❛❦t✐s❝❤ ♥✐❝❤t ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❡♥❣❡♥
❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥ ✉♥❞ ✉♥✈❡r♠❡✐❞❜❛r❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡r❛♥③❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❙❡r✐❡ ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t✱ ✐♥ ❞❡r
❊r✇❛rt✉♥❣✱ ❞❛ss ♠✐♥❞❡st❡♥s ❡✐♥❡r ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ❞✐❡ ❆♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❡r❢ü❧❧t✳ ❉✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
T (λ) ❞✐❡s❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❲❡✐ß❧✐❝❤tq✉❡❧❧❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡s ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡rs ❜❡st✐♠♠t
✉♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ✈♦♥ ❞r❡✐ ❊①❡♠♣❧❛r❡♥ ❞❡r ❙❡r✐❡ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❩✉♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
s✐♥❞ ❤✐❡r ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡r ✶✪✲ ✉♥❞ ✺✪✲ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r s♦✇✐❡ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣s✲
q✉❡rs❝❤♥✐tt ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✽✵❑ ✉♥❞ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ β = 0✱✷ ✭✐♥ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤❡r
❍ö❤❡✮ ❛❜❣❡❜✐❧❞❡t✳ ❉✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡r ✶✪✲ ✉♥❞ ✺✪✲ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r s✐♥❞ ü❜❡r ❞❡♥ ✐♥t❡r❡ss❛♥✲
t❡♥ ❙♣❡❦tr❛❧❜❡r❡✐❝❤ ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ❦♦♥st❛♥t ✉♥❞ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥ ✭❥❡✇❡✐❧s ±0✱5%✮✳
❇❡✐ ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧♥ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❩✐❡❧ ❞❡r ❯♥t❡r❞rü❝❦✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜s
❜❡✐ ✶✵✸✵♥♠ s✐❝❤❡r ❡rr❡✐❝❤t✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✾✾✵ ✉♥❞ ✶✵✵✵♥♠ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐✲
♦♥ ✈♦♥ ✶✲✷✪ ✐st ✇✐❡ ❣❡✇ü♥s❝❤t ✈♦r❤❛♥❞❡♥✳ ❋r❛❣❧✐❝❤ ✐st✱ ✐♥✇✐❡✇❡✐t ❞❡r ▲❛s❡r ❛✉❢ ❧ä♥❣❡r❡♥
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥❀ ❛❧s♦ ❜❡✐ ✶✵✺✵♥♠ ✉♥❞ ❤ö❤❡r❀ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥ ✇✐r❞ ✉♥❞ ✇♦ ❣❡♥❛✉ ✐♠ ♥✐❡❞r✐❣❡♥
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥❜❡r❡✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛s❡r❡♠✐ss✐♦♥ ❡r❢♦❧❣❡♥ ❦❛♥♥✳
❯♠ ③✉ ❡r♠✐tt❡❧♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦r ❛♥s❝❤✇✐♥❣t✱ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❞❡r ❙♦❢t✲
✇❛r❡ ▼❛t❧❛❜ ❡✐♥❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ■❤r❡ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❋✉♥❦t✐♦♥❡♥ s✐♥❞✿
✶✳ ❉✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❉❛t❡♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ✇❡r❞❡♥ ✐♠♣♦rt✐❡rt✳
✺✵
950 975 1000 1025 1050 1075
0
5
10
15
20
Tr
an
sm
is
si
o
n
 
T 
[%
]
	 λ 

  
  
  
  
  
 σ

 
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷✿ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ✈♦♥ ❞r❡✐ ❞❡r s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧✱
❞❡♥ ✶✪✲ ✉♥❞ ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r♥ ✉♥❞ ❡✛❡❦t✐✈❡r ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡s ▲❛s❡r✲
♠❛t❡r✐❛❧s ✭❜❡✐ T = 80❑✱ β = 0✱✷❀ ❑✉r✈❡ ✐♥ ✇✐❧❧❦ür❧✐❝❤❡r ❍ö❤❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ❛✉s
❉❛t❡♥ ❛✉s ❬✹✷❪✮✳
✷✳ ❋ür ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ❞❛s ❦♦♠♣❧❡tt❡ ❙♣❡❦tr✉♠ ✇✐r❞ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s❢❛❦✲
t♦r G(λ) ❡✐♥❡s ❘❡s♦♥❛t♦r✉♠❧❛✉❢s s✐♠✉❧✐❡rt✿
G(λ) = V · (1− T (λ)) · exp(σeff (β, λ) · C · 2 · L) ✭✷✳✶✼✮
✸✳ ❉✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ β✱ ❞✐❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ♥öt✐❣ ✐st✱ ✇✐r❞
✐♥ ❡✐♥❡r ❙❝❤❧❡✐❢❡ s♦ ❧❛♥❣❡ ✐♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❙❝❤r✐tt❡♥ ❡r❤ö❤t✱ ❜✐s ❛✉❢ ✐r❣❡♥❞ ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
G > 1 ✐st ✭❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ P✉♠♣♣r♦③❡ss✮✳
✹✳ ❉✐❡ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥❞❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ♥öt✐❣❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✇❡r❞❡♥ ❣❡s♣❡✐❝❤❡rt ✉♥❞ ❞❛s
❱❡r❢❛❤r❡♥ ❛❜ ❙❝❤r✐tt ✷ ♠✐t ❞❡r ♥ä❝❤st❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✳
❙♦ ❧ässt s✐❝❤ ❢ür ❥❡❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✱ ❢ür ❞✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ✈♦r❧✐❡❣❡♥✱ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ❞✐❡
❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ❜❡✐ ✇❡❧❝❤❡r ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r ❛♥s❝❤✇✐♥❣t✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷
❢❡st❣❡❧❡❣t ✇✉r❞❡✱ ✐st ❞✐❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣s❞✐❝❤t❡ C = ✹✱✾✶ · 1020 1
❝♠2
≃ 3♠♦❧% ✉♥❞ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡s
▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s L = 0✱5♠♠✳ ❉✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ♥öt✐❣❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡
σeff ✇✉r❞❡♥ ❣❡♠äß ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✾ ❛✉s ❞❡♥ ❉❛t❡♥ ❛✉s ❬✹✷❪ ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❋ür ❞✐❡ s♦♥st✐❣❡♥ ❘❡s♦✲
♥❛t♦r✈❡r❧✉st❡ ✇✉r❞❡ ♠✐t V = ✵✱✾✾✽ ✇✐❡❞❡r ♦❜✐❣❡ ❙❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r ❍❘✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳
❉❛♠✐t ♥✉♠❡r✐s❝❤❡s ❘❛✉s❝❤❡♥ ❞❡r ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ③✉ ❣r♦ß❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ r❡s✉❧t✐❡r❡♥❞❡
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❤❛t✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❚♦❧❡r❛♥③s❝❤✇❡❧❧❡ ✐♥ ❞✐❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ❡✐♥❣❡❢ü❣t✿ ❉✐❡ ❋♦r❞❡r✉♥❣ ✐♥
✺✶
❙❝❤r✐tt ✸ ❧❛✉t❡t ❡✐❣❡♥t❧✐❝❤ G > ✶✱✵✵✵✺✳ ■♥ ❙❝❤r✐tt ✹ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥ ❛❧❧ ❞✐❡❥❡♥✐❣❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥
❣❡s♣❡✐❝❤❡rt✱ ❞❡r❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣s❢❛❦t♦r ü❜❡r ✶ ❧✐❡❣t✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❛✉ß❡r❞❡♠ s✐❝❤t❜❛r✱ ♦❜ s✐❝❤
③✇❡✐ s❡♣❛r❛t❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥❜❡r❡✐❝❤❡ ❜✐❧❞❡♥✱ ❞✐❡ ❡t✇❛ ❣❧❡✐❝❤❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❡r❢❛❤r❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡s rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ▲♦❝❤❜r❡♥♥❡♥s ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✻✳✷✮ ✐♠ ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss
♠❡❤r❡r❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❣❧❡✐❝❤③❡✐t✐❣ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❘❡❝❤♥✉♥❣ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸ ③✉ s❡❤❡♥✳ ❋ür ❡✐♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✲
✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ✶✪✲❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✐st ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡
❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ s✐♥❦t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❛✉❢ ❞❡♥ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥
st❡✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❞♦rt s✐♥❦❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ③✉ ❡r❦❡♥♥❡♥✱
❞❛ss ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❧❡✐❝❤t s✐♥❦t✱ ❤✐❡r ✈♦♥ ✶✵✸✵♥♠ ❛✉❢
✶✵✷✷♥♠✳ ❉❛s ✐st ❛✉❢ ❞✐❡ s✐♥❦❡♥❞❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♠ ✶✵✷✷♥♠
③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ❆♥ ❞❡r s✐♥❦❡♥❞❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ❧ässt s✐❝❤ ❣✉t ❡r❦❡♥♥❡♥✱ ✇✐❡ ❞❛s q✉❛s✐✲
✐♥✈❡rs❡✲❉r❡✐✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ③✉♠ ❡❝❤t❡♥ ✐♥✈❡rs❡♥✲❉r❡✐✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠ ✇✐r❞✳
■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡s ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ✐st ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉♥ä❝❤st s❡❤r ❤♦❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ▲❛s❡r✲
♠❡❞✐✉♠ ♥✐❝❤t s❡❤r ❞✐❝❦ ❜③✇✳ ❤♦❝❤ ❞♦t✐❡rt ✐st✳ ❚❛tsä❝❤❧✐❝❤ ✐st ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❦❛✉♠
▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ β = 0✱✹✽ ❢ür
❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ tr❛♥s♣❛r❡♥t ✇✐r❞✳ ❉✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞ ❞✐❡ st✐♠✉❧✐❡rt❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❛✉❢ ❞❡r
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ s✐♥❞ ❞❛♥♥ ❣❡♥❛✉ ❣❧❡✐❝❤ ❣r♦ß✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡♥ ❊✛❡❦t❡ ❞❡r ❑ü❤❧✉♥❣
s✐♥❦t ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ❛❜❡r ❛✉❢ β = 0✱✷ ❜❡✐ ✽✵❑✳ ❉✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❢ür s♦❧❝❤❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❛✉❝❤ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦rst❡❧❧❜❛r ✐st✳ ❲✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥
❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✶✳✻ ③✉ s❡❤❡♥ ✐st✱ ✐st ❞❡r ❯♥t❡rs❝❤✐❡❞ ✐♥ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣
❜❡✐ β = 0✱✷ ③✇✐s❝❤❡♥ ✾✾✷♥♠ ✉♥❞ ✶✵✸✵♥♠ s❡❤r ❣❡r✐♥❣✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❑ä❧t❡♠❛s❝❤✐♥❡ ❜✐s
❤✐♥❛❜ ③✉ ✸✵❑ ❛r❜❡✐t❡♥ ❦❛♥♥✱ ❛❜❡r s♣❡❦tr❛❧❡ ❉❛t❡♥ ❡rst ❛❜ ✽✵❑ ✈❡r❢ü❣❜❛r s✐♥❞✱ ♠✉ss ❞❛s
❊①♣❡r✐♠❡♥t ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡s❡r ❆♥s❛t③ ❡r❢♦❧❣r❡✐❝❤ ✐st✳
❆✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ ✇✉r❞❡ ♦❜✐❣❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳ ❲✐❡ ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸ ③❡✐❣t✱ ✐st ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✼✵♥♠ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✱ ❜❡✐ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r❡♥ ✈♦♥ ✉♥t❡r ✷✵✵❑ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✶✵♥♠ ✉♥❞ ❛❜ ✽✵❑ s♦❣❛r ❜❡✐ ✾✾✻♥♠✳ ❉❡r ❱♦rt❡✐❧
❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✐st ❤✐❡r ❞✐❡ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡r✐♥❣❡r❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ β = 0✱✶✳ ❉✐❡
❉✐s❦♦♥t✐♥✉✐tät❡♥ ✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥s❦✉r✈❡ s✐♥❞ ❛✉❢ ❘❛✉s❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❉❛t❡♥
③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ❲✐❡ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✷ s❝❤♦♥ ❤❛❜❡♥ ✈❡r♠✉t❡♥ ❧❛s✲
s❡♥✱ s♦ ❤❛t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ❛♠ ❡❤❡st❡♥ ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜
❜❡✐ ❧❛♥❣❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✉♥❞ ♥✐❡❞r✐❣❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❜❡✈♦r③✉❣t✳
✺✷
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✸✿ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r ❖s③✐❧❧❛t♦rs✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢ür ❛✉s❣❡✇ä❤❧t❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧✳
✺✸
✷✳✻ ❚❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
❯♠ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❛❜s❝❤ät③❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❆❜s❝❤ät✲
③✉♥❣ s♣ät❡r ♠✐t ❞❡♥ ▼❡ss✇❡rt❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ss✐♠✉❧❛t✐♦♥
♠✐t ❞❡♠ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ▼♦❞✉❧ ❞❡r ❈♦♠s♦❧ ▼✉❧t✐♣❤②s✐❝s ❙♦❢t✇❛r❡ ✭❱❡rs✐♦♥ ✺✳✶✮ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✳
❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❞r❡✐❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡s ▼♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡✱ ❞❡♠ ❑♦♥t❛❦t♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥❞
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡ ❙♦❢t✇❛r❡ ❧öst ❞❛♥♥ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❢ ❡✐♥❡♠
◆❡t③ ✐♥ ❞✐❡s❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❢ür ❣❡❣❡❜❡♥❡ ❘❛♥❞✲ ✉♥❞ ❆♥❢❛♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✳ ❉✐❡ ✈♦r❣❡❣❡❜❡♥❡♥
❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇❛r❡♥ ❡✐♥❡ ❦♦♥st❛♥t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢ ❞❡r ❘ü❝❦s❡✐t❡ ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ✭❇❛s✐s✲
t❡♠♣❡r❛t✉r✮✱ ❞✐❡s❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛❧s ❆♥❢❛♥❣s✇❡rt ❢ür ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ●❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❛✉s❣❡✲
❞❡❤♥t❡ ❲är♠❡✲◗✉❡❧❧❞✐❝❤t❡ ✐♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss
♠♦❞❡❧❧✐❡rt✳ ❋ür ❞✐❡ ◗✉❡❧❧❞✐❝❤t❡ ✭❲
♠3
✮ ✐st ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❋♦r♠ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇♦r❞❡♥✿
∆Q˙(x, y, z) = Aˆ · exp
(−(x2 + y2)(2,54/2)
(310➭♠)2,54
)
✭✷✳✶✽✮
❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❙✉♣❡r❣❛✉ss✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❞❡r ❖r❞♥✉♥❣ ✷✱✺✹ ✉♥❞ ❞❡r ❇r❡✐t❡ w = 310➭♠✳ ❉❛❜❡✐
❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❆❝❤s❡♥ x ✉♥❞ y ✐♥ ❞❡r ❊❜❡♥❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡✳ ❉✐❡ ❩❛❤❧❡♥✇❡rt❡ ❡r❣❡❜❡♥
s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❞✐❡s❡ ♠✐t ❞❡r ✈♦❧❧❡♥
P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜❡str❛❤❧t ✉♥❞ s❡♥❦r❡❝❤t ♦❤♥❡ ▲❛s❡r❛❦t✐✈✐tät ✉♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❋✐❧t❡r ❢ür ❞✐❡
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ❡✐♥❡r ❑❛♠❡r❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❆♥ ❞❛s ❡r❤❛❧t❡♥❡ ❇✐❧❞ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❛✉sr❡✐✲
❝❤❡♥❞❡r Ü❜❡r❡✐♥st✐♠♠✉♥❣ ✭R2 > 0✱98✮ ❡✐♥❡ ❙✉♣❡r❣❛✉ss✲❋✉♥❦t✐♦♥ ❛♥❣❡♣❛sst✱ ❛✉s ❞❡r s✐❝❤
❞✐❡ ♦❜✐❣❡♥ ❲❡rt❡ ❡r❣❛❜❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❲❡rt❡ st✐♠♠❡♥ ❣✉t ♠✐t ❞❡r ❙❝❤ät③✉♥❣ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✸
ü❜❡r❡✐♥✱ st❡❧❧❡♥ ❛❜❡r ✇✐❡❞❡r✉♠ ♥✉r ❡✐♥❡ ◆ä❤❡r✉♥❣ ❞❛r✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ ✈❡rä♥❞❡rt✱
✇❡♥♥ ❞❡r ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❧ä✉❢t✳ ■♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ✐st ❛❜❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ✐♠ ❘❡s♦♥❛t♦r
✉♠❧❛✉❢❡♥❞❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ❞✐❡ ❙tr❡✉✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡r♠♦❞❡ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ s♣♦♥t❛♥❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✱ s♦
❞❛ss ✇ä❤r❡♥❞❞❡ss❡♥ ❦❡✐♥ ❦♦rr❡❦t❡s ❇✐❧❞ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳ ❆♥❣❡s✐❝❤ts ❞❡r ❉✐✲
❝❦❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡s P✉♠♣♣r♦✜❧s ü❜❡r ❞✐❡s❡r ❉✐❝❦❡ ✐st ❡s ❦❡✐♥❡
Ü❜❡rr❛s❝❤✉♥❣✱ ❞❛ss ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ ❡❤❡r ❡✐♥❡ ●❛✉ß❢✉♥❦t✐♦♥ ❛❧s ❡✐♥ ✢❛t✲t♦♣✲Pr♦✜❧ ✐st✳
❉✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ Aˆ ❞❡r ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ✇✉r❞❡ s♦ ❛♥❣❡♣❛sst✱ ❞❛ss ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ✐♥s❣❡s❛♠t
❡r③❡✉❣t❡ ❲är♠❡ ❞❡r ❍❡✐③❧❡✐st✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ Q˙ ❡♥ts♣r✐❝❤t✿
Q˙ =
5♠♠ˆ
−5♠♠
5♠♠ˆ
−5♠♠
0,5♠♠ˆ
0
∆Q˙(x, y, z)dzdydx ✭✷✳✶✾✮
❉✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ P❛r❛♠❡t❡r ❢ür ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣✱ ✲❦❛♣❛③✐tät ✉♥❞ ❉✐❝❤t❡ ✈♦♥
❑✉♣❢❡r ❦♦♥♥t❡♥ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❞❛t❡♥❜❛♥❦ ❞❡r ❙♦❢t✇❛r❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ✉♥❞ st❛♠✲
♠❡♥ ❛✉s ❬✼✷❪ ✉♥❞ ❬✸✶❪✳ ❉✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❞❡s ❞♦t✐❡rt❡♥ ❈❛❋2 ✇✉r❞❡ ❛✉s
❬✻✹❪ ❡♥t♥♦♠♠❡♥ ✉♥❞ ❧✐❡❣t ③✇✐s❝❤❡♥ ✷ ❲
♠❑
❜❡✐ ✺✵❑ ✉♥❞ ✹ ❲
♠❑
❜❡✐ ✸✵✵❑✳ ❋ür ❉✐❝❤t❡ ✉♥❞ ❲är✲
♠❡❦❛♣❛③✐tät ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡s ✉♥❞♦t✐❡rt❡♥ ❑r✐st❛❧❧s ❛✉s ❞❡r ▼❛t❡r✐❛❧❞❛t❡♥❜❛♥❦ ❣❡♥✉t③t✱
❞✐❡s❡ st❛♠♠❡♥ ❛✉s ❬✼✼✱ ✺✸✱ ✺❪ ✉♥❞ ❬✻✽❪✳
❆❧s ❑♦♥t❛❦t♠❛t❡r✐❛❧ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ✉♥❞ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✇✉r❞❡ ③✉ ❇❡❣✐♥♥
✺✹
❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❡✐♥ ❑❧❡❜st♦✛ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱ ❞❡r ❢ür ❞❡♥ ❊✐♥s❛t③ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠ ✉♥❞ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❣❡❞❛❝❤t ✐st ✭■▼■✼✵✸✶ ❱❛r♥✐s❤❀ ▲✐❡❢❡r❛♥t✿ ●❱▲ ❈r②♦❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ●♠❜❍✮✳ ▲❛✉t
❉❛t❡♥❜❧❛tt ❤❛t ❞✐❡s❡r ❡✐♥❡ ❉✐❝❤t❡ ✈♦♥ ✽✽✵ ❦❣
♠3
❜❡✐ ✼✼❑ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ✵✱✹✹ ❲
♠❑
❜❡✐ ✸✵✵❑ ✉♥❞ ✵✱✷✷ ❲
♠❑
❜❡✐ ✼✼❑✳ ❉❛ ❢ür ❞✐❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❞✐❡s❡s ❑❧❡❜st♦✛s ❦❡✐♥❡ ❉❛t❡♥
✈♦r❧❛❣❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❢ür s♦❧❝❤❡ ❊♣♦①✐❞❤❛r③❡ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡r ❲❡rt ❬✹✾❪ ✈♦♥ ✶ ❦❏
❦❣❑
❜❡✐ ✸✵✵❑ ✉♥❞
❤❛❧❜ s♦ ✈✐❡❧ ❜❡✐ ✶✵✵❑ ❣❡s❝❤ät③t✳
❉✐❡ ❡rst❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❤❛❜❡♥ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑❧❡❜st♦✛s❝❤✐❝❤t ❜❡✐♠ ❆✉❢❜r✐♥❣❡♥ ❞❡r
❙❝❤❡✐❜❡ ♠✐t ✺✵➭♠ ✇❡✐t ❞✐❝❦❡r ✇✐r❞ ❛❧s ❡r❤♦✛t✱ s♦ ❞❛ss ❞❡r ❑❧❡❜st♦✛ ❞❡♥ ❣rößt❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥
❲✐❞❡rst❛♥❞ ✐♥ ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❞❛rst❡❧❧t✳ ❉❛r❛✉❢❤✐♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❑♦♥t❛❦t✐❡r✉♥❣ ♠✐t ●❛❧✐♥s✲
t❛♥ ❡r♣r♦❜t✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥ ✢üss✐❣❡s ❊✉t❡❦t✐❦✉♠ ❛✉s ❡t✇❛ ✻✽✇t✪ ●❛❧❧✐✉♠✱ ✷✷✇t✪ ■♥❞✐✉♠ ✉♥❞
✶✵✇t✪ ❩✐♥♥✳ ●❛❧✐♥st❛♥ ✇✐r❞ ❤❛✉♣tsä❝❤❧✐❝❤ ❛❧s ✉♥❣✐❢t✐❣❡r ❊rs❛t③ ❢ür ◗✉❡❝❦s✐❧❜❡r ✐♥ ❚❤❡r✲
♠♦♠❡t❡r♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t✳ ❙❡✐♥ ❙❝❤♠❡❧③♣✉♥❦t ❧✐❡❣t ❧❛✉t ❍❡rst❡❧❧❡r ❜❡✐ ✲✶✾➦❈✱ s❡✐♥❡ ❉✐❝❤t❡ ❜❡✐
✻✹✹✵ ❦❣
♠3
✉♥❞ ❡s ❤❛t ❡✐♥❡ ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ✶✻✱✺ ❲
♠❑
❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❉❛ ❦❡✐♥❡
✇❡✐t❡r❡♥ ❉❛t❡♥ ③✉r ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ✉♥❞ ③✉r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ●röß❡♥ ✈♦r❧❛❣❡♥✱
✇✉r❞❡ ❞✐❡ s♣❡③✐✜s❝❤❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❛♥❤❛♥❞ ❞❡r ❱❡r❤ä❧t♥✐ss❡ ✉♥❞ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät❡♥ ❞❡r
■♥❤❛❧tsst♦✛❡ ❛✉❢ ✸✷✵ ❦❏
❦❣❑
❣❡s❝❤ät③t ✉♥❞ ❛❧❧❡ ❲❡rt❡ ❛❧s ❦♦♥st❛♥t ❛♥❣❡♥♦♠♠❡♥✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✹ s✐♥❞ ❜❡✐s♣✐❡❧❤❛❢t ❞✐❡ ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐❧✉♥❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ ❲är✲
♠❡❧❛st ✈♦♥ Q˙ = 1❲ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ T = 295❑ ❣❡③❡✐❣t✳ ❇✐s ❛✉❢ ❞✐❡ t❡♠♣❡r❛t✉✲
r❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧❞❛t❡♥ ✐st ❞✐❡s❡ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡ ▲ös✉♥❣ ❞❡r ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣s❣❧❡✐❝❤✉♥❣ ❧✐♥❡❛r
✐♥ ❞❡r ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ Q˙✳ ❉❛s ❤❡✐ßt ❢ür ❞✐❡ ❞♦♣♣❡❧t❡ ❲är♠❡ ❡r❣ä❜❡ s✐❝❤ ❡t✇❛ ❞✐❡ ❞♦♣♣❡❧t❡
❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③✳ ❉❛s ❇✐❧❞ ③❡✐❣t ❥❡✇❡✐❧s ❡✐♥❡♥ ❙❝❤♥✐tt ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❝❤s❡ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s✳
❉✐❡ ✇❡✐ß❡♥ ❙tr✐❝❤❡ s②♠❜♦❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ▼❛t❡r✐❛❧❣r❡♥③❡♥✳ ❖❜❡♥ ❧✐❡❣t ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧✱ ✐♥ ❞❡r
▼✐tt❡ ✐st ❑❧❡❜st♦✛ ❜③✇✳ ●❛❧✐♥st❛♥✱ ✉♥t❡♥ ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❞✐❡ ❑✉♣❢❡r✲❲är♠❡s❡♥❦❡✳ ❖✛❡♥s✐❝❤t❧✐❝❤
❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ❞❛r✐♥ ❦❡✐♥ ♥❡♥♥❡♥s✇❡rt❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t✳ ■♠ ♦❜❡r❡♥ ❇✐❧❞ ✐st ❦❧❛r ③✉ ❡r❦❡♥✲
♥❡♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❣r♦ß❡r ❚❡✐❧ ❞❡s ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ ✐♠ ❑❧❡❜st♦✛ ❧✐❡❣t✳ ❆✉❢ ❞❡r ❆❝❤s❡ ❞❡s
P✉♠♣✢❡❝❦s ✈❛r✐✐❡rt ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ü❜❡r ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡♥❞✐❝❦❡ ♥✉r ③✇✐s❝❤❡♥ ✸✻✺❑ ✉♥❞ ✸✾✽❑✳
■♠ ✉♥t❡r❡♥ ❇✐❧❞ ❡♥t❢ä❧❧t ❤✐♥❣❡❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❑♦♥t❛❦ts❝❤✐❝❤t ❢❛st ❦❡✐♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t✿ ❆✉❢
❞❡r ❆❝❤s❡ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s ❤❛t ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ rü❝❦s❡✐t✐❣ ✸✵✸❑ ✉♥❞ ✈♦r❞❡rs❡✐t✐❣ ✸✻✽❑✳ ❋ür
❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ▲❛s❡rs ✇✐r❞ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❡♥ts❝❤❡✐❞❡♥❞ s❡✐♥✳ ❆✉❢ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞❡r ❣❡❦❧❡❜t❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡
✇är❡♥ ❞❛s ✸✽✷❑✱ ❜❡✐ ❞❡r ●❛❧✐♥st❛♥✲❦♦♥t❛❦t✐❡rt❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ s✐♥❞ ❡s ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✸✸✻❑✳ ❊✛❡❦t✐✈ ✐st
❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ♠✐t ●❛❧✐♥st❛♥ ❛❧s♦ t❤❡r♠✐s❝❤ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ❜❡ss❡r ❦♦♥t❛❦t✐❡rt ❛❧s ♠✐t ❞❡♠
❑❧❡❜st♦✛✳ ▼❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❣❡s❡❤❡♥ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ❛✉❢ ❞❛s ●❛❧✐♥st❛♥ ♥✉r ❛✉❢❣❡❧❡❣t✱ ❞❛❤❡r s✐♥❞
❛✉❝❤ ✇❡✐t ✇❡♥✐❣❡r ❱❡rs♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❑❧❡❜✉♥❣✳
❊✐♥ ✇❡✐t❡r❡s ✇✐❝❤t✐❣❡s ❊r❣❡❜♥✐s ❞✐❡s❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ❢ür ❡✐♥❡ ❲är♠❡❧❛st ✈♦♥ ✶❲
❛✉❢ ❞❡r ●❛❧✐♥st❛♥✲❦♦♥t❛❦t✐❡rt❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ❞✐❡ ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❡♠✐tt✐❡r❡♥❞❡♥
❇❡r❡✐❝❤s ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♠ ❡t✇❛ ✹✵❑ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❡r❤ö❤t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r
❲❡rt st❡✐❣t ❛✉❢ ✺✸❑ ❜❡✐ ✸✵❑ ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ♥❛❝❤❧❛ss❡♥❞❡♥ ❲är♠❡❧❡✐✲
t✉♥❣ ❞❡s ❞♦t✐❡rt❡♥ ❈❛❋2 ❜❡✐ s✐♥❦❡♥❞❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥✳ ❉✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✺ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥
❇❡r❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ③✉r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ❖s③✐❧❧❛t♦rs ♠✉sst❡♥ ✐♥ ❊r♠❛♥❣❡❧✉♥❣ ✈♦♥ ❉❛t❡♥ ❜❡✐ ✽✵❑
✺✺

❛✉❢❤ör❡♥✳ ❍✐❡r ❤❛t s✐❝❤ ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❛s ❛✉❝❤ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❜❡r❡✐❝❤ ✐st✱ ❞❡♥ ♠❛♥ ✐♠ ❣❡✲
♣✉♠♣t❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ❛♥♥❡❤♠❡♥ ❦❛♥♥✳
✷✳✼ ❊✐♥✢✉ss ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡
❉❛ s✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❞✐❝❦❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ❛✉❝❤ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❣r❛❞✐❡♥t❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t ③✉r ♦♣t✐s❝❤❡♥
❆❝❤s❡ ❜✐❧❞❡♥✱ s♦❧❧ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❆❜s❝❤♥✐tt ❞✐❡ ❡♥tst❡❤❡♥❞❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛③✉ ✇✐r❞ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉s ❞❡♠ ❧❡t③t❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ♠✐t ❡✐♥❡r ❲är♠❡❧❛st Q˙
✈♦♥ ✷❲ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✸✵❑ ✇✐❡❞❡r❤♦❧t✳ ❉❛s ✐st ❡✐♥❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥
✉♥❞ ❡♥ts♣rä❝❤❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✷✷❲ ❡✐♥❡♠ ❲är♠❡✈❡r❧✉st ✈♦♥ ✾✪ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
✇❡✐t ♠❡❤r ❛❧s ❞❡r ③✉ ❡r✇❛rt❡♥❞❡♥ ❲är♠❡✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐s✲❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❛✉s
❞❡r ❈♦♠s♦❧ ❙♦❢t✇❛r❡ ❡①♣♦rt✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t ❞❡♠ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✶✳✸ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✣③✐❡♥t❡♥ χ ✐♥ ❡✐♥❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳ ❉❡r ❡①♣❡✲
r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❲❡rt ❢ür χ ✇✉r❞❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥✱ ✉♥t❡r ❞❡♥❡♥
❡r ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡ ✭✺✵✵➭♠ ❉✐❝❦❡✱ ✷✱✾♠♦❧✪ ❉♦t✐❡r✉♥❣✮✱ ❞❡♥ P❛r❛♠❡t❡r♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡
❤✐❡r ä❤♥❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❋ür ❈❛❋2 ❜✐❧❞❡t s✐❝❤ ✐♠ ❩❡♥tr✉♠ ❞❡s ❣❡♣✉♠♣t❡♥ ●❡❜✐❡ts ❡✐♥ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r
■♥❞❡① ❛❧s ❛♠ ❘❛♥❞✳ ❊✐♥❡ ❞❡r❛rt✐❣❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①✲❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ✐st ❡✐♥❡ ❞❡❢♦❦✉ss✐❡✲
r❡♥❞❡ ●r❛❞✐❡♥t❡♥✐♥❞❡①❧✐♥s❡✳ ❉✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✐st ✐♠ ❍❛♥❞❜♦♦❦ ♦❢ ▲❛s❡rs
❛♥❞ ❖♣t✐❝s ❬✼✾❪ ❢ür ❡✐♥❡ r❛❞✐❛❧❡ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡①❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✿
n2(r) = n20 ·
(
1 + (gˆr)2
)
✭✷✳✷✵✮
f = − 1
n0 · gˆ · sinh(gˆ · L) ✭✷✳✷✶✮
❍✐❡r❜❡✐ st❡❧❧t n0 ❞❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❛✉❢ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡ ❞❛r✱ r ❞❡♥ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❞❡r
♦♣t✐s❝❤❡♥ ❆❝❤s❡✱ L ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡r ▲✐♥s❡ ✉♥❞ gˆ ❞❡♥ ❑rü♠♠✉♥❣s✲P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ●r❛❞✐❡♥t❡♥✲
✐♥❞❡①✲Pr♦✜❧s✳ ❉❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✉♥❞ ❆❜st❛♥❞ ✈♦♥ ❞❡r ♦♣t✐s❝❤❡♥
❆❝❤s❡ ✇✉r❞❡ ✐♠ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ✵✱✻✷♠♠ ✭❞✐❡ ③✇❡✐❢❛❝❤❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ●❛✉ß✇❡✐t❡✮ ✉♠ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤❡
❆❝❤s❡ ❛♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✷✵ ♠✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ❊s ❡r❣✐❜t s✐❝❤
❡✐♥ gˆ✲P❛r❛♠❡t❡r ✈♦♥ ✷✽✱✼±✶✱✶ 1
♠
✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ✈♦♥ ❡t✇❛ f = ✲✶✱✼♠✳ ❙❡❧❜st ❜❡✐
❞✐❡s❡r ♦❜❡r❡♥ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ❛✉❢ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡
❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r ✺✪✲t✐❣❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣st♦❧❡r❛♥③ ❞❡s s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡✲
❣❡❧s✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ▲✐♥s❡ ❢ür ❞❡♥ r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡r ❦❡✐♥❡ ❣r♦ß❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧❡♥✳
❉❛s ✇är❡ ❛♥❞❡rs✱ ✇❡♥♥ ❜❡✐ ❞❡r ❲❛❤❧ ❞❡s ❘❛❞✐✉s ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹✮ ❢ür
♣❡r❢❡❦t ❣r✉♥❞♠♦❞✐❣❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❡✐♥ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ✶✺✵✵♠♠ ✭❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ✼✺✵♠♠✮ ❣❡✇ä❤❧t ✇♦r❞❡♥
✇är❡✳ ■♥s♦❢❡r♥ ❞✐❡♥t❡ ❞❡r ❑♦♠♣r♦♠✐ss ✐♠ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ❛✉❝❤
❞❡r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ✈♦♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✛❡❦t❡♥✳
❖❜✐❣❡ ❆❜s❝❤ät③✉♥❣ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ❧✐❡❢❡rt ❜❡✐ ✷✾✺❑ ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❇r❡♥♥✇❡✐✲
t❡ ✈♦♥ f =✲✵✱✷✺♠✳ ❉❛♠✐t ❧✐❡❣t s✐❡ ✐♥ ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣ ✇✐❡ ❞✐❡ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡ ❞❡s ❆✉s✲
❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ✉♥❞ ✇ür❞❡ ❞❡♥ ❘❛❞✐✉s ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❧❛✉t ❆❇❈❉✲▼❛tr✐①✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s
✈♦♥ ✷✺✵ ❛✉❢ ❡t✇❛ ✸✸✵➭♠ ✈❡r❣röß❡r♥✳ ❉❛s ✇ür❞❡ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❇❡tr✐❡❜ ♥ä❤❡r ❛♥ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦✲
✺✼
❞❡ ❢ü❤r❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ Ü❜❡r❧❡♣♣❡✣③✐❡♥③ ❞❡s ▲❛s❡rs②st❡♠s ❧❡✐❝❤t s❡♥❦❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s s♦❧❧t❡
❛✉❝❤ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❡①tr❡♠❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ❞❡r ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ♥♦❝❤ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s
♠ö❣❧✐❝❤ s❡✐♥✳ ❉✐❡ ❤✐❡r ❛❜❣❡s❝❤ät③t❡♥ ❇r❡♥♥✇❡✐t❡♥ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ s✐♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❯♥✲
s✐❝❤❡r❤❡✐t ❜❡❤❛❢t❡t✱ ✇❡✐❧ ✉♥❦❧❛r ✐st✱ ✐♥✇✐❡❢❡r♥ ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❡r♠✐tt❡❧t❡♥ ❲❡rt❡ ❢ür ❞❡♥
t❤❡r♠♦✲♦♣t✐s❝❤❡♥ ❑♦❡✛③✐❡♥③❡♥ χ ✈♦♥ ❞❡r ❍❛❧t❡r✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧s ♦❞❡r ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥
❑♦♥t❛❦t✐❡r✉♥❣ ❛❜❤ä♥❣❡♥✳
✺✽
✸ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✉♥❞ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
▼✐t❤✐❧❢❡ ❞❡r ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ Ü❜❡r❧❡❣✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇✐r❞ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❑❛♣✐t❡❧ ③✉♥ä❝❤st ❞❡r
❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡ ❆✉❢❜❛✉ ❞❡s ▲❛s❡rs ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ❜❡✈♦r ❞✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✈♦r❣❡✲
st❡❧❧t ✉♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
✸✳✶ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ❞❡r ▼❡❝❤❛♥✐❦❡♥ ✉♥❞ ❱❛❦✉✉♠t❡✐❧❡
❩✉♥ä❝❤st ♠✉sst❡ ❡✐♥❡ P✉♠♣♦♣t✐❦ ❢ür ❞❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❦♦♥str✉✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ P✉♠♣❦ö♣✲
❢❡ ❢ür ❡✐♥❡ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t❡ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ♥✐❝❤t ❡r❤ä❧t❧✐❝❤ ✇❛r❡♥✳ ❉❛s Pr♦❜❧❡♠
❜❡✐ ❞✐❡s❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✐st✱ ❞❛ss ✈✐❡❧❡ ❖♣t✐❦❡♥ ❛✉❢ s❡❤r ❦❧❡✐♥❡♠ ❘❛✉♠ ♣rä③✐s❡ ❛✉s❣❡r✐❝❤t❡t
✇❡r❞❡♥ ♠üss❡♥✳ ❉❛③✉ ❜r❛✉❝❤t ♠❛♥ ❡♥t✇❡❞❡r ❏✉st❛❣❡♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ P❧❛t③ ❡✐♥♥❡❤♠❡♥✱
♦❞❡r ❡✐♥❡ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❢❡st ✈❡r❦❧❡❜t❡♥ ❖♣t✐❦❡♥ ✐♥ ♣rä③✐s❡r ❏✉st❛❣❡✳ ❉❛ ❢ür
❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ❛♠ ■♥st✐t✉t ❢ür ❖♣t✐❦ ✉♥❞ ◗✉❛♥t❡♥❡❧❡❦tr♦♥✐❦ ❦❡✐♥❡r❧❡✐ ❊r❢❛❤r✉♥❣❡♥
❡①✐st✐❡rt❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❥✉st✐❡r❜❛r❡ P✉♠♣♦♣t✐❦ ❦♦♥str✉✐❡rt✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ P❧❛t③❜❡❞❛r❢ ❞❡r ❯♠✲
❧❡♥❦❡✐♥❤❡✐t❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❞r❡✐ ❉♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ❜✐s ③✉♠ ❯♠❧❡♥❦s♣✐❡❣❡❧ ♦❤♥❡ ❱❡rs❛t③ r❡❛❧✐s✐❡rt
✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❞❡♠ ❲❡❣ ③✉rü❝❦ ③✉r P✉♠♣❢❛s❡r s✐♥❞ ❞❛s ✶✷ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡✳ ❉❛r❛✉❢ ❜❛✉❡♥ ❞✐❡
P❛r❛♠❡t❡r ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✷ ❛✉❢✳ ❊✐♥❡ ❣röß❡r❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥
✇är❡ ✈♦rt❡✐❧❤❛❢t ❢ür ❞❛s ❉❡s✐❣♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❣❡✇❡s❡♥✳ ❇❡✐ ❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❤❛♥❞❡♥❡♥
❉✉r❝❤♠❡ss❡r♥ ✈♦♥ P✉♠♣str❛❤❧ ✉♥❞ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ✇är❡♥ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧❡♥ ❋❡rt✐❣✉♥❣
♣r♦❜❧❡♠❧♦s ✶✻ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡✇❡s❡♥✳
■♥ ❞❡♥ ❡rst❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✐st ❛✉ß❡r❞❡♠ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❣❡✇♦r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘ü❝❦r❡✢❡① ❞❡r
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❞✐❡ ❋❛s❡r❢❛❝❡tt❡ ③❡rstör❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇❡♥♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞❡ ü❜❡r ✶✪ ✈❡r✇❡♥❞❡t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ♠✐t ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧✉♥❣ st❡✐❣❡♥❞❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ❛❦t✐✈❡♥ ▼❡❞✐✉♠
✉♥❞ ❞❡r ❞❛♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❢ür ❞✐❡ P✉♠♣❡✳ ❉✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❞❡r P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ✇❛r
❞❛♠✐t ❢ür ❞✐❡ ♠❡✐st❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❛✉❢ s❡❝❤s ❜❡❣r❡♥③t✳
❉❛ ❜❡✐ ❡✐♥❡♠ ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r ♠✐t ❦❧❡✐♥❡r ❱❡rstär❦✉♥❣ ✭❡t✇❛ ✶✱✵✷✮ ❡✐♥ ❱❛❦✉✉♠❢❡♥st❡r ✐♥ ❞❡r
❑❛✈✐tät ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ❣r♦ß❡ ❱❡r❧✉st❡ ❡r③❡✉❣❡♥ ✇ür❞❡✱ ♠✉sst❡ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ✐♠
❱❛❦✉✉♠ ❛✉❢❣❡❜❛✉t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❛s ❡rst❡ Pr♦❜❧❡♠ ❞❛❜❡✐ ✇❛r ❞✐❡ ❆❜✇❡s❡♥❤❡✐t ❡✐♥❡s ♦♣t✐s❝❤❡♥
❚✐s❝❤❡s✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ❏✉st❛❣❡ ❞❡r ❖♣t✐❦❡♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡r st❛❜✐❧✐s✐❡rt✳ ❯♠ ❞✐❡s❡♥ ③✉ ❡rs❡t③❡♥✱
✇✉r❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥s❛❜t❡✐❧✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡r ❲❡r❦stätt❡♥ ❞❡s ■♥st✐t✉ts ❡✐♥ ●❡st❡❧❧
③✉r ❖♣t✐❦❤❛❧t❡r✉♥❣ ❡♥t✇♦r❢❡♥ ✉♥❞ ❣❡❜❛✉t✳
❉✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❖♣t✐❦ ✉♥❞ ❞❛s ●❡st❡❧❧ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛s P✉♠♣❧✐❝❤t
❦♦♠♠t ❛✉s ❞❡r ❜❧❛✉ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❋❛s❡r✱ ✇✐r❞ ❦♦❧❧✐♠✐❡rt✱ ü❜❡r ❞❛s Pr✐s♠❛ ✉♠❣❡❧❡♥❦t ✉♥❞
✈♦♥ ❞❡♠ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❢♦❦✉ss✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♠ ✉♥t❡r❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ❑✉♣✲
✺✾

❢❡r❞♦♠s ❤ä♥❣t✳ ❉❡r ♦♣t✐s❝❤❡ ❲❡❣ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❧ässt s✐❝❤ ü❜❡r ❞r❡✐ P✐❡③♦✲❣❡tr✐❡❜❡♥❡
❙♣✐❡❣❡❧❤❛❧t❡r ❥✉st✐❡r❡♥ ✭s❝❤✇❛r③ ✐♥ ❞❡r ♦❜❡rst❡♥ ●r✉♥❞♣❧❛tt❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✮✳ ❉❡r ❍❛❧t❡r ❞❡s ✸✲
❩♦❧❧ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧s ✐st ♠❛♥✉❡❧❧ ❥✉st✐❡r❜❛r✳ ❉✐❡ ●r✉♥❞♣❧❛tt❡♥ ❢ür ❞❡♥ P❛r❛❜♦❧s♣✐❡❣❡❧✲❍❛❧t❡r
✉♥❞ ❢ür ❞❡♥ P✐❡③♦✲❣❡tr✐❡❜❡♥❡♥ ❊♥❞s♣✐❡❣❡❧✲❍❛❧t❡r s✐♥❞ ✈❡rt✐❦❛❧ ✈❡rst❡❧❧❜❛r ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ ❞❛♥♥
❛♥ ❞❡♥ ❙ä✉❧❡♥ ❞❡r ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✜①✐❡rt✳
❉❡r ❑✉♣❢❡r❞♦♠ ✐st ü❜❡r ❞r❡✐ ❞ü♥♥❡✱ ❤♦❤❧❡ ❇♦❧③❡♥ ❛✉s ●❧❛s❢❛s❡r✲✈❡rstär❦t❡♠ ❑✉♥stst♦✛
♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛✉❢ ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ●r✉♥❞♣❧❛tt❡ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t✳ ❉✐❡s❡ ❇♦❧③❡♥ ❤❛❜❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥ ❡✐♥❡♥
◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✈♦♥ ✉♥❣❡❢ä❤r ✷❝♠2 ✉♥❞ ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ ✷✱✸❝♠✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③
✈♦♥ ✷✻✵❑ ✐st ❡✐♥ ❲är♠❡✢✉ss ✈♦♥ ✵✱✺❲ ü❜❡r ❞✐❡s❡ ❇♦❧③❡♥ ③✉ ❡r✇❛rt❡♥✳ ❉✐❡s❡r ❲❡rt ✐st
❦❧❡✐♥ ❣❡♥✉❣✱ ✉♠ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❧ä♥❣❡r❡r ❑ü❤❧✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✐♠ ❱❛❦✉✉♠
♥✐❝❤t s✉❜st❛♥③✐❡❧❧ ③✉ ❦ü❤❧❡♥✳ ❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ♦❜❡r❡♥ ●r✉♥❞♣❧❛tt❡ ✉♥❞ ❞❡s ❑✉♣❢❡r❞♦♠s
✇✉r❞❡♥ ü❜❡r ❚❤❡r♠♦✇✐❞❡rstä♥❞❡ ü❜❡r✇❛❝❤t✳
❩✉♠ ❩❡✐t♣✉♥❦t ❞❡r ❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡r❛✉❢❜❛✉s ✇❛r ❢ür ❞✐❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❡✐♥ ❑ü❤❧✜♥❣❡r
✈♦r❣❡s❡❤❡♥✱ ❞❡r ♠✐t ✢üss✐❣❡♠ ❙t✐❝❦st♦✛ ❜❡❢ü❧❧t ✇✐r❞✳ ❉✐❡s❡r st❡❤t ♦✛❡♥ ✐♠ ❑ü❤❧✜♥❣❡r ✉♥❞
❞❛♠♣❢t ❞❛♥♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠❞r✉❝❦ ✐♥ ❞✐❡ ▲❛❜♦r❛t♠♦s♣❤är❡ ❛❜✱ ✇❛s ❞❡♥ ❋✐♥❣❡r ❛✉❢ ✼✼❑ ❦ü❤❧t✳
❯♠ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣❡♥ ③✉ ✈❡r♠❡✐❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡♥ s❡♥❦r❡❝❤t❡♥ ❑ü❤❧✜♥❣❡r ❡✐♥❢❛❝❤❡r ❦♦♥t❛❦t✐❡r❡♥ ③✉
❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❛s ●❡st❡❧❧ s❡♥❦r❡❝❤t ✐♥ ❞✐❡ ❱❛❦✉✉♠❦❛♠♠❡r ❣❡❜❛✉t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●❡s❛♠t✲
❤ö❤❡ ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ✇❛r ❡s ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ s✐❡ ✉♥t❡r ❡✐♥❡r ✢♦✇❜♦① ✉♥t❡r③✉❜r✐♥❣❡♥✳ ❉❛s ❜r✐♥❣t
❛✉❢ ✈❡rt✐❦❛❧ ❣❡❤❛❧t❡rt❡♥ ❖♣t✐❦❡♥ Pr♦❜❧❡♠❡ ♠✐t ❱❡rs❝❤♠✉t③✉♥❣❡♥ ♠✐t s✐❝❤ ✇❡♥♥ ❞❡r ❆✉❢❜❛✉
❣❡ö✛♥❡t ✇✐r❞✳
❉❡r ❑ü❤❧✜♥❣❡r ✇✉r❞❡ ✐♠ ❱❡r❧❛✉❢ ❞❡r ❆r❜❡✐t ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡ ❑ä❧t❡♠❛s❝❤✐♥❡ ✭❈r♦②♠❡❝❤ ❈P✽✵✵✮
❡rs❡t③t✳ ❉✐❡s❡ ❜❡♥✉t③t ❍❡❧✐✉♠ ❛❧s ❑ü❤❧♠✐tt❡❧✱ ✇❡❧❝❤❡s ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❑♦❧❜❡♥ ❡①♣❛♥❞✐❡rt✳ ❉✐❡s❡
♣❡r✐♦❞✐s❝❤❡ ❊①♣❛♥s✐♦♥ ❜❡✇✐r❦t ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡ ❱✐❜r❛t✐♦♥❡♥✱ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❛❜❡r ❡✐♥❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❜✐s
✉♥t❡r ✸✵❑✱ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❡✐♥❡r ❲är♠❡❧❛st ✈♦♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❲❛tt✳ ❉✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ❱✐❜r❛t✐♦♥❡♥
❦♦♥♥t❡♥ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✐♥❞❡♠ ❞❡r ❑ü❤❧❦♦♣❢ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ❛♥ ❡✐♥❡♠ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ✢♦✇❜♦①✲
●❡st❡❧❧ ✜①✐❡rt ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❙❝❤✇✐♥❣✉♥❣s❞ä♠♣❢❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ✈♦♠ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢ ❡♥t❦♦♣♣❡❧t
✇✉r❞❡✳
❯♠ ❡✐♥❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❑♦♥t❛❦t ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♠ ❑ü❤❧✜♥❣❡r ✉♥❞ ❞❡♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥❞♦♠ ❤❡r③✉✲
st❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛❜❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤ ③✉ ❡♥t❦♦♣♣❡❧♥✱ ✇✉r❞❡ ❑✉♣❢❡r✢❛❝❤❧✐t③❡ ❜❡♥✉t③t✳ ❉✐❡s❡
❲är♠❡❜rü❝❦❡ ❤❛t ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ ✹❝♠ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ ◗✉❡rs❝❤♥✐tt ✈♦♥ ✶❝♠2✳ ❉✐❡ ❲är♠❡❧❛st ❛♥
❞❡♠ ❑ü❤❧✜♥❣❡r s❡t③t s✐❝❤ ③✉s❛♠♠❡♥ ❛✉s ❞❡r ❲är♠❡ ❞❡s ▲❛s❡r♣r♦③❡ss❡s✱ ❙tr❛❤❧✉♥❣s✇är♠❡
✉♥❞ ❞❡r ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣ ❞❡r ❇♦❧③❡♥ ✉♥❞ ❚❤❡r♠♦♠❡t❡r❦♦♥t❛❦t❡✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r ❲är♠❡❧❛st ✈♦♥ ✶✵❲
❡r❣✐❜t s✐❝❤ ♥✉r ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✶✵❑ ü❜❡r ❞❡r ❑✉♣❢❡r❧✐t③❡✳ ❉✐❡s❡r Ü❜❡rs❝❤❧❛❣
st✐♠♠t ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ❣✉t ü❜❡r❡✐♥✿ ▼✐t ❞❡♠ ❙t✐❝❦st♦✛✲❋✐♥❣❡r ✇✉r❞❡♥ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜
✾✵❑ ❡rr❡✐❝❤t✱ ❞❛s ✐st ✶✸❑ ü❜❡r ❞❡r ❱❡r❞❛♠♣❢✉♥❣st❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♠ ❙t✐❝❦st♦✛✳
❲ä❤r❡♥❞ ❞❡r ▲❛s❡r❡①♣❡r✐♠❡♥t❡ s♦❧❧ ❞✐❡ ✈♦♠ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❣❡♥❡r✐❡rt❡ ❲är♠❡ ❜❡st✐♠♠t
✇❡r❞❡♥✳ ❯♥t❡r ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❲är♠❡❜✐❧❞❦❛♠❡r❛ ❞❛❢ür ❜❡♥✉t③t✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ✐♠
❱❛❦✉✉♠ ♥✐❝❤t ❡✐♥s❡t③❜❛r ✐st✱ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❆rt ❡✐♥❡s ❇♦❧♦♠❡t❡rs ✐♠ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ●❧❡✐❝❤❣❡✲
✇✐❝❤t ❜❡✐ ❧❛✉❢❡♥❞❡r ❑ä❧t❡♠❛s❝❤✐♥❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▼❡s✲
s✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ✉♥❞ ♦❤♥❡ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✉♥❞ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣
✻✶
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉✐❡s❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞❛♥♥ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡✲
❢❡r❡♥③♠❡ss✉♥❣ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✱ ❜❡✐ ❞❡r ✉♥t❡r s♦♥st ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ♥✐❝❤t
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ str♦♠❞✉r❝❤✢♦ss❡♥❡♥ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❲✐❞❡rst❛♥❞
❡rr❡✐❝❤t ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❍❡✐③❧❡✐st✉♥❣ ❞❡s ❲✐❞❡rst❛♥❞❡s ✇❛r ❛✉s ❙tr♦♠ ✉♥❞ ❙♣❛♥♥✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t
✉♥❞ ❦♦♥♥t❡ s♦ ❡✐♥❞❡✉t✐❣ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❞✐✛❡r❡♥③ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉❛s ❍♦❝❤✈❛❦✉✉♠ ✇✉r❞❡ ♠✐t ❍✐❧❢❡ ❡✐♥❡r ❚✉r❜♦♣✉♠♣❡ ✭❖❡r❧✐❦♦♥ ▲❡②❜♦❧❞ t✉r❜♦✈❛❝ ❙▲✽✵✮
✉♥❞ ❡✐♥❡r ❙❝r♦❧❧♣✉♠♣❡ ✭❱❛r✐❛♥ ■❉P✸✮ ❡r③❡✉❣t✳ ❉✐❡ ❱❛❦✉✉♠r♦❤r❡ ✉♥❞ ❞❡r ❚♦♣❢ ✇✉r❞❡♥ ♠✐t
●✉♠♠✐❞✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✈❡r❜✉♥❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ✐♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞❡r ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❡r ❚♦♣❢ s❡❤r ♦❢t ❣❡ö✛♥❡t
✇❡r❞❡♥ ♠✉sst❡✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❑♦♠♣❧❡①✐tät ❞❡s ▲❛s❡rs ✇❛r ❡s ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ♥✉r
❛✉s ❍♦❝❤✈❛❦✉✉♠✲t❛✉❣❧✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧❡♥ ❛✉❢③✉❜❛✉❡♥✳ ❱♦r ❛❧❧❡♠ ❞✐❡ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥ ❉✉r❝❤❢ü❤r✉♥❣❡♥✱
❑❛❜❡❧ ✉♥❞ ▲ötst❡❧❧❡♥ ❞ür❢t❡♥ ❞✐❡ ❱❛❦✉✉♠q✉❛❧✐tät ♥❡❣❛t✐✈ ❜❡❡✐♥✢✉sst ❤❛❜❡♥✳ ❚r♦t③ ❞❡r ❊❧❡✲
♠❡♥t❡ ✐♠ ❚♦♣❢ ✉♥❞ ❞❡r ●✉♠♠✐❞✐❝❤t✉♥❣❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡✐s❡ ♥✐❡❞r✐❣❡r ❉r✉❝❦ ✈♦♥
p < 2 · 10−6♠❜❛r ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❚♦♣❢ ♠❡✐st ✷✲✸ ❚❛❣❡ ❛❜❣❡♣✉♠♣t✳ ■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t
✇❛r ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❢❡st③✉st❡❧❧❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❉r✉❝❦ ♠✐t ❞❡r ❆❦t✐✈✐❡r✉♥❣ ❞❡r ❑r②♦❦ü❤❧✉♥❣ ❜✐s ❛✉❢
p < 5 · 10−7♠❜❛r ❜❡✐ ✸✵❑ s✐♥❦t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss s✐❝❤ ❚❡✐❧❡ ❞❡s ❘❡st❣❛s❡s ✐♠ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢
❛♥ ❦❛❧t❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥ ♥✐❡❞❡rs❝❤❧❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❦ä❧t❡st❡ ❖❜❡r✢ä❝❤❡ ✐st ♥❛tür❧✐❝❤ ❞❡r ❑ü❤❧✜♥❣❡r✳
❉❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❞♦♠ ✉♥❞ ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ s✐♥❞ ③✇❛r ❡t✇❛ ✶✵❑ ✇är♠❡r✱ ❛❜❡r ❣❡♦♠❡tr✐s❝❤ ✇❡✲
s❡♥t❧✐❝❤ ❡①♣♦♥✐❡rt❡r✳ ❉❛ ❞✐❡ ❢r❡✐❡ ❲❡❣❧ä♥❣❡ ❞❡r ●❛st❡✐❧❝❤❡♥ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❉r✉❝❦ ❣röß❡r ❛❧s ✶♠
✐st✱ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❞❛s ❍❡r✈♦rst❡❤❡♥ ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❞♦♠s ❞❛❤✐♥❣❡❤❡♥❞ ❛✉s✇✐r❦❡♥✱ ❞❛ss s✐❝❤ ♠❡❤r
●❛st❡✐❧❝❤❡♥ ❛♥ ✐❤♠ ❛♥❧❛❣❡r♥✳ ❊✐♥❡ ❣❡❢r♦r❡♥❡ ❙❝❤✐❝❤t ✈♦♥ ❘❡st❣❛s❡♥ ❛✉❢ ❞❡♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧
✇ür❞❡ s✐❝❤ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥❡❣❛t✐✈ ❛✉❢ ❞❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❛✉s✇✐r❦❡♥✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷ ✐st ❞❡r ❑✉♣❢❡r❞♦♠ ♠✐t ❞❡r ❣❡♣✉♠♣t❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ✐♥♠✐tt❡♥ ❞❡r P✉♠♣♦♣t✐❦❡♥
③✉ s❡❤❡♥✳ ❉✐❡ ❘ü❝❦s❡✐t❡ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ s♣✐❡❣❡❧t✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ●❛❧✐♥st❛♥ ❛❧s ❙♣✐❡❣❡❧ ✇✐r❦t✳ ❉❛s ✈✐♦❧❡tt❡
▲✐❝❤t ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s ✐st ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❡✐♥❡r ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣✱ ❨❜✿❈❛❋2
❤❛t ③✉♠✐♥❞❡st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙♣❡❦tr❛❧❜❡r❡✐❝❤ ❦❡✐♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥s❧✐♥✐❡♥✳
❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs ✇✉r❞❡ ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡s ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢❡s ♠✐t t❤❡r♠♦♣✐❧❡✲
▲❡✐st✉♥❣s♠❡ss❦ö♣❢❡♥ ✭❈♦❤❡r❡♥t ▲▼✲✹✺ ✉♥❞ ●❡♥t❡❝ ❯P✶✾❑✲✸✵❍✲❍✺✲❉✵✮ ❜❡st✐♠♠t✳ ❩✇✐s❝❤❡♥
❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✉♥❞ ❞❡♠ ▼❡ss❦♦♣❢ ❜❡❢❛♥❞❡♥ s✐❝❤ ③✇❡✐ ✹✺➦ ❯♠❧❡♥❦s♣✐❡❣❡❧ ✉♥❞ ❞❛s
❋❡♥st❡r ❞❡s ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢❡s✳ ❯♠ ❞❛s ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❙tr❡✉❧✐❝❤t ✈♦♠
▲❡✐st✉♥❣s♠❡ss❦♦♣❢ ♠✐t ❋❛s❡r✲❣❡❦♦♣♣❡❧t❡♥ ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡r♥ ✈❡r♠❡ss❡♥ ✭❯❙❇✹✵✵✵ ❖❝❡❛♥ ❖♣t✐❝s
■♥❝✳ ✉♥❞ ❆◗ ✻✸✶✺❆ ❆♥❞♦ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s✮✳
✸✳✷ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r
❯♠ ❞✐❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✻ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥ ✉♥❞ ♥❛❝❤③✉✇❡✐s❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❇❡tr✐❡❜
❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❛st ✐♠ ▲❛s❡r r❡❞✉③✐❡rt✱ ✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st
❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❞✐❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❞❛s
▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❇❡tr✐❡❜s ♠✐t ❡✐♥❡r ❲är♠❡❜✐❧❞❦❛♠❡r❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✭❋▲■❘ P✻✷✵✮✳
❉✐❡s❡ ❑❛♠❡r❛ ✐st ♥♦r♠❛❧❡r✇❡✐s❡ ❢ür ❣röß❡r❡ ❖❜❥❡❦t❡ ✇✐❡ ❍ä✉s❡r ❣❡❞❛❝❤t✳ ❯♠ ❡t✇❛s s♦ ❑❧❡✐✲
♥❡s ✇✐❡ ❞❡♥ ▲❛s❡r❢♦❦✉s ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❆r❜❡✐ts❛❜st❛♥❞ ♠✐t ❡✐♥❡r ❩♥❙✲▲✐♥s❡
✻✷
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✿ ❇❧✐❝❦ ✐♥ ❞❡♥ ▲❛s❡r❛✉❢❜❛✉✿ ❣❡♣✉♠♣t❡ ❙❝❤❡✐❜❡ ✉♥❞ P✉♠♣♦♣t✐❦❡♥✳ ❉✐❡ ♦✈❛❧❡♥
❙♣✐❡❣❡❧ ❜✐❧❞❡♥ ♣❛❛r✇❡✐s❡ ❥❡ ❡✐♥❡ ❯♠❧❡♥❦❡✐♥❤❡✐t✳ ❉✐❡ ✈✐♦❧❡tt❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ✐st
✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❡✐♥❡ ▼❛t❡r✐❛❧✈❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣✳
✻✸
✭f = 190♠♠✮ ✈❡r❦ür③t✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐r❡❦t ✈♦r ❞❡♠ ❖❜❥❡❦t✐✈ ♣❧❛t③✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡ ❲är♠❡❜✐❧❞✲
❦❛♠❡r❛ ✇✉r❞❡ ❣❡♠äß ❆♥❧❡✐t✉♥❣ ❦❛❧✐❜r✐❡rt✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡♥ ❞❡r ✐♠ ❙❝❤❡✐❜❡♥❞♦♠ ❛♥❣❡❜r❛❝❤t❡
❚❡♠♣❡r❛t✉rs❡♥s♦r ✉♥❞ ❡✐♥✐❣❡ ❍❡✐③✇✐❞❡rstä♥❞❡ ❜❡♥✉t③t✳ ❉✐❡ ❑❛❧✐❜r❛t✐♦♥ ❡r❣❛❜ ❡✐♥❡ ❊♠✐ss✐✈✐✲
tät ✈♦♥ ➭ = 0✱65✳ ▲❛✉t ❆♥❣❛❜❡♥ ❞❡s ❍❡rst❡❧❧❡rs ✐st ❞✐❡ ❆❘✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡
♥✐❝❤t tr❛♥s♣❛r❡♥t ❢ür ■♥❢r❛r♦tstr❛❤❧✉♥❣ ③✇✐s❝❤❡♥ ✽ ✉♥❞ ✶✷➭♠✱ ❞✳❤✳ ❞❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡
❑❛♠❡r❛ ❛r❜❡✐t❡t✳ ❉❛s ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❞❛ss ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❨❜✿❈❛❋2✲❱♦❧✉♠❡♥s ❣❡♠❡ss❡♥
✇✐r❞✱ s♦♥❞❡r♥ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣✳ ❉❛ ❞✐❡ ❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s s❡❤r ❞ü♥♥
✐st✱ ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❲är♠❡❦❛♣❛③✐tät ❤❛t ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ❜❡✐♥❤❛❧t❡t✱ ✇✐r❞
❞❛s ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ♦❜❡rst❡♥ ❨❜✿❈❛❋2✲❙❝❤✐❝❤t ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥✳
❉❡r ▲❛s❡r ✇✉r❞❡ ❢ür ❞✐❡ ❱❡rs✉❝❤❡ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ♠✐t ❲❛ss❡r✲❣❡❦ü❤❧t❡r ❙❝❤❡✐✲
❜❡ ✭✶✽➦❈✮ ❥✉st✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡r P✉♠♣❡ ❜❡tr✐❡❜❡♥✳ ❉✐❡ P✉♠♣❡ ✇✉r❞❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠
❞r✐tt❡♥ ❉♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣❛♥❣ ❛✉s ❞❡r ❆♥♦r❞♥✉♥❣ ❛✉s❣❡❦♦♣♣❡❧t ✉♥❞ ❛✉❢ ❡✐♥❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s♠❡ss✲
❦♦♣❢ ✉♠❣❡❧❡♥❦t✱ ✉♠ ❞✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ❆✉s ❞❡♥ ❙♣❡③✐✜❦❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r
❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s P✉♠♣❧✐❝❤t ❜✐s ❞❛❤✐♥ ♣❛ss✐❡rt ❤❛t✱ ❧ässt s✐❝❤ ❛❜s❝❤ät③❡♥✱ ❞❛ss ❡t✇❛
✷✪ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛♥ ❞❡♥ ❖♣t✐❦❡♥ ✈❡r❧♦r❡♥ ✇✉r❞❡♥✳ ❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s
❇❡tr✐❡❜s ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱ ❞✐❡ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ PL ✉♥❞ ❞✐❡ ❛♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❛❜s♦r✲
❜✐❡rt❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ Pth ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❊s ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t✱
✉♠ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳
❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡s❡s ❇❡tr✐❡❜s ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❲är♠❡❜✐❧❞❦❛♠❡r❛ ❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ✈♦♠ ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧ ❣❡♠❛❝❤t✱ ❛✉s ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ▼❛①✐♠❛❧t❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡ ❛❜❣❡❧❡s❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❆♥ ❞✐❡s❡
❣❡♠❡ss❡♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❆♠♣❧✐t✉❞❡ ❞❡r ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s♦ ❛♥❣❡✲
♣❛sst✱ ❞❛ss ✐♥ ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❣❡♥❛✉ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✇❡rt❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡
✐♥t❡❣r❛❧❡ ❲är♠❡ ❞✐❡s❡r s✐♠✉❧✐❡rt❡♥ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ✇✐r❞ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧s ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❲är♠❡
❜❡③❡✐❝❤♥❡t✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ❞✐r❡❦t ❛✉s ❞❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❡rr❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✳
❉❡♠❣❡❣❡♥ü❜❡r st❡❤t ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ Q˙e✳ ❉✐❡s❡ s❡t③t s✐❝❤ ❛✉s ❞r❡✐ ◗✉❡❧✲
❧❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥✿ ❞❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✭Pth
λF−λP
λF
✮✱
❞❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✭PL
ηD
−PL✮ ✉♥❞ ❞❡♠ ✈♦♥ ❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t tr❛♥s♠✐tt✐❡r✲
t❡♥ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✭PL · (1− ηc)✮✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❤ä♥❣t ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡
❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ λF ✈♦♥ ❞❡r ❉✐❝❦❡ ✉♥❞ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❛❜✳ ■♥ ❬✹✶❪
✇✐r❞ ❞✐❡s❡r ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t ✉♥❞ ❢ür ❡✐♥❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❉✐❝❦❡ ✈♦♥ ✶♠♠ ✭✈❡rs♣✐❡❣❡❧t❡
❘ü❝❦s❡✐t❡✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✹✵➦❈ ❡✐♥❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✶✵✵✵♥♠
❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✇✐r❞ ✈♦♠ ●❛✲
❧✐♥st❛♥ t❡✐❧✇❡✐s❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt✳ ❉❡r ✇✐❡❞❡r✉♠ ✈♦♠ ●❛❧✐♥st❛♥ r❡✢❡❦t✐❡rt❡ ❆♥t❡✐❧ ✇✐r❞ ❛❜❡r ✈♦♥
❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t ✇✐❡❞❡r ③✉rü❝❦❣❡✇♦r❢❡♥✱ s♦ ❞❛ss ❧❡t③t❡♥ ❊♥❞❡s ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ ❙tr❛❤❧✉♥❣ ❛❜s♦r✲
❜✐❡rt ✇✐r❞✿
Q˙e = Pth
λF − λP
λF
+ (
PL
ηD
− PL) + PL · (1− ηc) ✭✸✳✶✮
❉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐st ✈❡r♥❛❝❤✲
❧äss✐❣❜❛r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✶✲✷ ●röß❡♥♦r❞♥✉♥❣❡♥ ❣❡r✐♥❣❡r ✐st ❛❧s ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ▲❛s❡r❦❛✈✐✲
tät ✉♠❧❛✉❢❡♥❞❡ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣✳ ❇❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❦♦♥♥t❡ ❞❡r
▲❛s❡r ♠✐t ❞r❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❲är♠❡✲
✻✹
❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r r❡✐♥❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ♦❤♥❡ ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ▲❛s❡r ❞❡r
✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r P✉♠♣s❝❤✇❡❧❧❡ ✉♥❞ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ✉♥t❡r✲
s❝❤❡✐❞❡♥✱ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ✉♥❞ ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t
✈♦♥ ❞❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❛③✉ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❇❡tr✐❡❜s❛rt ✉♥❞ ❲❡❧❧❡♥✲
❧ä♥❣❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ ❞✉r❝❤❣❡❤❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ✈♦❧❧❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❣❡❛r❜❡✐t❡t ✇✉r❞❡✱ ✐st
❞✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✐st ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❞❡r ▲❛s❡r✐♦♥❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✐st✳
❩✉♥ä❝❤st ❧ässt s✐❝❤ ❢❡st❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ♠✐tt❡❧s ❲är♠❡❜✐❧❞❦❛♠❡r❛ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❲är♠❡❡♥t✲
✇✐❝❦❧✉♥❣ ❢ür ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠ ✉♥❞ ❜❡✐ ✶✵✺✼♥♠ ❣✉t ♠✐t ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❲är♠❡ ü❜❡r✲
❡✐♥st✐♠♠t✳ ■♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✶✵♥♠ ✉♥❞ ✐♠ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❜❡tr✐❡❜ ✐st ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❲är♠❡
❤✐♥❣❡❣❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤ ❣röß❡r ❛❧s ❞✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡✳ ❉❛ ❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡♥ ✉♥❞
◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✉r❞❡♥✱ ♠✉ss ❞✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❛✉s ❡✐♥❡r ◗✉❡❧❧❡ st❛♠♠❡♥✱ ❞✐❡
✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✸✳✶ ♥✐❝❤t ✈♦r❦♦♠♠t✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❛✉❝❤ ✐♠ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❜❡tr✐❡❜ ❛✉❢tr✐tt✱
❦❛♥♥ s✐❡ ❛❜❡r ♥✐❝❤ts ♠✐t ❞❡♠ ▲❛s❡r♣r♦③❡ss ③✉ t✉♥ ❤❛❜❡♥✳
❉✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✇✉r❞❡ ❤✐❡r ❜✐s❤❡r ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥✳ ❇♦✉❞❡✐❧❡ ❡t ❛❧✳ ❬✶✶❪ ❤❛❜❡♥ ❛♥
❡✐♥❡r ✵✱✺♠♠ ❞✐❝❦❡♥ ✉♥❞ ✷✱✾♠♦❧✪✲❞♦t✐❡rt❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡ ä❤♥❧✐❝❤❡ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ✇✐❡ ❤✐❡r ❞✉r❝❤❣❡✲
❢ü❤rt✿ ❊✐♥❡ ❲är♠❡❜✐❧❞❦❛♠❡r❛ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ❞❡♥ ❣❡♣✉♠♣t❡♥ ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧ ♠✐t ✉♥❞ ♦❤♥❡ ▲❛s❡r✲
❜❡tr✐❡❜✳ ❉❛r❛✉s ❤❛❜❡♥ s✐❡ ❡✐♥❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✾✾✱✼✪ ❜❡st✐♠♠t✳ ❋ür ❞✐❡ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧✲
t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✇är❡ ❞✐❡s❡ ③✉sät③❧✐❝❤❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r✳ ❑✉❤♥ ❡t ❛❧✳ ❬✹✹❪ ❤❛❜❡♥
♣❤♦t♦✲❛❦✉st✐s❝❤ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❛♥ ❨❜✿❈❛❋2✲Pr♦❜❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞✐❡ ❛✉❝❤ ✈♦♥ ❑♦rt❤ ❑r✐s✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✸✿ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ✉♥❞ ❡rr❡❝❤♥❡t❡♥ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛✲
t❡r✐❛❧✳
✻✺
t❛❧❧❡ ●♠❜❍ ❤❡r❣❡st❡❧❧t ✇✉r❞❡♥ ✉♥❞ ❛✉s ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❈❤❛r❣❡ ✇✐❡ ❞✐❡ ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ▲❛s❡r✲
❦r✐st❛❧❧❡ st❛♠♠❡♥✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♥ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✾✽✪±✸✪ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ▼❡ss♣r♦③❡❞✉r ✉♥❞ ❞❡r ♥öt✐❣❡♥ ▲✐t❡r❛t✉r✇❡rt❡ ❢ür ❞❡r❡♥ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ▼❡ss✉♥s✐✲
❝❤❡r❤❡✐t s❡❤r ❤♦❝❤✳ ❊✐♥❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✈♦♥ ✾✺✪ ✇ür❞❡ ③✇❛r ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡
❲är♠❡ ✐♠ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❜❡tr✐❡❜ ❡r❦❧är❡♥✱ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ✈♦♥
❞❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜③✇✳ ✈♦♠ ❇❡tr✐❡❜s♠♦❞✉s✳
❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ✇är❡ ❡✐♥❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❞✐❡ ♥✐❝❤t ✈♦♥ ❞❡♥ ❨❜✲■♦♥❡♥ ✈❡r✉r✲
s❛❝❤t ✇✐r❞✳ ❊✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ✇ür❞❡ ♠✐t ✐❤r❡♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❦♦❡✣③✐❡♥t❡♥ ♥✐❝❤t
❛✉✛❛❧❧❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ♥✐❝❤t ❞✐r❡❦t ❜❡❦❛♥♥t ✐st ✉♥❞ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ s♦✇✐❡ ❞✐❡
❉♦t✐❡r✉♥❣s❦♦♥③❡♥tr❛t✐♦♥ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❤❛❜❡♥✳ ❲❡♥♥ ❛❜❡r ❡✐♥ ❣r♦ß❡r ❚❡✐❧
❞❡r ♣❛r❛s✐tär ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✐♥ ❲är♠❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇✐r❞✱ ✇ür❞❡ ❞❛s ✐♥ ❞❡r ❲är♠❡❜✐✲
❧❛♥③ ❞✉r❝❤❛✉s ✐♥s ●❡✇✐❝❤t ❢❛❧❧❡♥✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ ✈♦♥ ❞❡♥ ❨❜✲■♦♥❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ✇✐r❞ ♥✉r
③✉ ❝❛✳ ✺✪ ✐♥ ❲är♠❡ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t✳ ❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞❡r ❊✛❡❦t ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❛❜s♦r✲
❜✐❡rt❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ③✉♥✐♠♠t✱ ✇ür❞❡ ❞❛③✉ ♣❛ss❡♥✱ ❞❡♥♥ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▼❡❤r❢❛❝❤❞✉r❝❤❣ä♥❣❡
❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ st❡✐❣t ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ♠✐t ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥✳
❆✉ß❡r❞❡♠ ✇är❡ ❡✐♥❡ ❊♥❡r❣✐❡ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❨❜✲■♦♥❡♥ ❛✉❢ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥✲
❣❡♥ ♠ö❣❧✐❝❤✳ ❉✐❡ ❘❛t❡ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣ ✇ür❞❡ ♠✐t ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧
❛♥st❡✐❣❡♥✳ ❉❛ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ❇❡tr✐❡❜ ❛✉❝❤ ✈❡rr✐♥❣❡rt❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡❞❡✉t❡t✱ ❦ö♥♥✲
t❡♥ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r❦❧är❡♥✳ ❉✐❡ ✈✐♦❧❡tt❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s
✇❡✐st ❛✉❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❤✐♥✱ ❞❛ ❨❜✿❈❛❋ s❡❧❜st ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❙♣❡❦tr❛❧❜❡r❡✐❝❤ ❦❡✐♥❡
❊♠✐ss✐♦♥s❧✐♥✐❡♥ ❤❛t✳
✸✳✸ ❙♣❡❦tr❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r
■♥ ♦❜✐❣❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✇✉r❞❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❆♥❞♦ ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡r ❤♦❝❤❛✉✢ös❡♥❞❡ ✭∆λ = 0✱✵✺♥♠✮
❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ✈♦♠ ❙♣❡❦tr✉♠ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ❣❡♠❛❝❤t✳ ❉✐❡s❡ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹ ❞❛r❣❡✲
st❡❧❧t✳ ▼✐t ❞❡♠ ✶✪✲❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✇❛r ❞✐❡ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✉♠ ✶✵✸✷♥♠ ③❡♥tr✐❡rt✳ ❉✐❡ s♣❡❦✲
tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ✉♥❞ ★✺ ✉♥t❡r❞rü❝❦❡♥ ❞✐❡s❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✭s✐❡❤❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✷✳✷✮ ✉♥❞ ❜❡✇✐r❦❡♥ ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❥❡✇❡✐❧s ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✶✵♥♠ ❜③✇✳ ✶✵✺✼♥♠✳ ❉✐❡
❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞❡r s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ❦❡✐♥❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✼✵♥♠ ❜❡✲
✇✐r❦t✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✺ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t ❤❛t✱ ❦♦♠♠t ❞❛❤❡r✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡r
❘❡❝❤♥✉♥❣ ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ❞❡r ❍❘✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥✲
❜❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❢ür ✾✽✵✲✶✵✸✵♥♠ ❛✉s❣❡❧❡❣t ✉♥❞ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞✐❡s❡s ❇❡r❡✐❝❤s
③✉sät③❧✐❝❤❡ ❱❡r❧✉st❡✳
❉✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s st❛r❦ ♠♦❞✉❧✐❡rt✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❡♥t❤❛❧t❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❥❡✇❡✐❧s rä✉♠✲
❧✐❝❤ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❇❡r❡✐❝❤❡ ❞❡s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧s ♥✉t③❡♥✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✻✳✷ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡✲
❞❡✉t❡t ✇✉r❞❡✳ ❉❡r ❆❜st❛♥❞ ❞❡r ▲✐♥✐❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❙♣❡❦tr❡♥ ❜❡trä❣t ❡t✇❛ ✵✱✼♥♠✳ ❉❛s
✐st ❣❡♥❛✉ ❞❡r ▼♦❞❡♥❛❜st❛♥❞✱ ❞❡r s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ■♥t❡r❢❡r❡♥③❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✐♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✺ ❡r❣✐❜t✳
❊✛❡❦t✐✈ ❜❡st✐♠♠❡♥ ❛❧s♦ ❞✐❡ ❉✐❝❦❡ ✉♥❞ ❞❡r ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❞✐❡ ❇r❡✐t❡ ❞❡r
s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❙♣✐t③❡♥✳ ❉✐❡ ●❡s❛♠t❜r❡✐t❡ ❞❡r ❙♣❡❦tr❡♥ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✐st ❥❡✇❡✐❧s ❧❡✐❝❤t ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤✱
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✹✿ ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥✳
✇❡✐❧ s✐❝❤ ❢ür ❥❡❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❛✉s s❡✐♥❡r s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ✉♥❞ ❞❡r ❱❡rstär✲
❦✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❡✐♥❡ ❛♥❞❡r❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❛♥❞❜r❡✐t❡ ❡r❣✐❜t✳
✸✳✹ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
✸✳✹✳✶ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜
❉✐❡ ❱♦r✈❡rs✉❝❤❡ ♠✐t ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❡r❣❛❜❡♥✱ ❞❛ss ★✶ ❛✉❝❤ ❜❡✐
♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♠ ✶✵✺✵♥♠ ❛♠ ❜❡st❡♥ ✉♥t❡r❞rü❝❦t ✉♥❞ ❛♠ ❡❤❡st❡♥
③✉r ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ ♥✐❡❞r✐❣❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✺ ❤❛tt❡♥
❞❛s s❝❤♦♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❛✉s ❞❡♥ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❞❡r ❙♣✐❡❣❡❧ ★✶
❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳
❉❡r ▲❛s❡r ✇✉r❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r
❥✉st✐❡rt✳ ■♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡r ✹✪ ✉♥❞ ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♠✉sst❡ ❡r ③✉♥ä❝❤st ♠✐t ❞❡♠ P✉♠♣❧❛s❡r
✐♠ P✉❧s❜❡tr✐❡❜ ❥✉st✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✉r❝❤ ✶✵❍③ ❘❡♣❡t✐t✐♦♥sr❛t❡✱ ✺♠s P✉❧s❧ä♥❣❡ ✉♥❞ ♠❛①✐♠❛✲
❧❡♥ ❉✐♦❞❡♥str♦♠ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❛st ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❞❡♠ ❦♦♥t✐♥✉✐❡r❧✐❝❤❡♥
❇❡tr✐❡❜ s♦✇❡✐t r❡❞✉③✐❡rt✱ ❞❛ss ❞❡r ▲❛s❡r ♠✐t ❞❡♠ ✹✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡r s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❛♥s♣r❛♥❣✱ ♠✐t ❞❡♠ ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡r ❜❡✐ ✷✸✵❑✳ ■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s✲
❧❡✐st✉♥❣❡♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥❞ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✇ä❤r❡♥❞ ❞❡s ❑ü❤❧♣r♦③❡ss❡s
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ♠✐t ❞❡♠ ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❦♦♥♥t❡ ❞❛❜❡✐ ♥♦❝❤ ♠✐t s❡❝❤s
P✉♠♣❞♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✷✷✱✹❲ ❜❡tr✐❡❜❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
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Temperatur T [K]^
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✺✿ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ ♠✐t ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❜❡✐♠ ❆❜❦ü❤❧❡♥ ❞❡r ▲❛✲
s❡rs❝❤❡✐❜❡✳
❞❡r ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡r P✉♠♣r❡✢❡①❡ ✇✉r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❑✉r✈❡♥ ♠✐t ✷✶✱✸❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣
✉♥❞ ✸ P✉♠♣❞♦♣♣❡❧❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✳
❩✉♥ä❝❤st ❧ässt s✐❝❤ ❢❡st❤❛❧t❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ✶✪✲❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r ❚❡♠✲
♣❡r❛t✉r ❞❡♥ ❡✣③✐❡♥t❡st❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❉✐❡s ❞❡✉t❡t ❛✉❢ ❘❡s♦♥❛t♦r✈❡r❧✉st❡ ❤✐♥✱ ❞✐❡
❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ✶✪ ♣r♦ ❯♠❧❛✉❢ s✐♥❞✳ ▼✐t ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧✲
s♣✐❡❣❡❧s ♥✐♠♠t ❛❜❡r ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ✐♠ ❛❦t✐✈❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧ ③✉ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛❜✳ ❉✐❡s❡s Pr♦❜❧❡♠ ✇❛r ❜❡✐ ❞❡r ❑♦♥③❡♣t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ♥✐❝❤t
✈♦r❤❡r❣❡s❡❤❡♥ ✇♦r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ♥✐❝❤t ❦❧❛r ✇❛r✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❘ü❝❦r❡✢❡①❡ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❞❡r❛rt✐❣
❣r♦ß❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ P✉♠♣❢❛s❡r ❤❛❜❡♥ ✇ür❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r P✉♠♣rü❝❦✇❡❣ ③✉r ❋❛s❡r
♥✐❝❤t ❜❡♥✉t③t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳
❉✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ r❡s✉❧t✐❡rt ❛✉s ❞❡r st❡✐❣❡♥❞❡♥ P✉♠♣❛❜✲
s♦r♣t✐♦♥✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ st❡✐❣t ❞❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❀
③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ st❡✐❣t ❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt✱ ✇❛s ❡✐♥❡ ♥✐❡❞r✐❣❡r❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥
❜❡✇✐r❦t✳ ❉✐❡s❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ❡r❤ö❤t❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❢ür ❞✐❡
P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳
❉✐❡ ❚❛ts❛❝❤❡✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❑✉r✈❡ ❞❡s ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ❜❡✐ ✼✵❑ ❡✐♥ ▼❛①✐♠✉♠ ❤❛t ✉♥❞ ❞❛✲
♥❛❝❤ ❧❡✐❝❤t ❛❜s✐♥❦t✱ ❧✐❡❣t ❛♥ ❦❧❡✐♥❡♥ ❉❡❥✉st❛❣❡♥✱ ❞✐❡ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❛s ❆❜❦ü❤❧❡♥ ✈❡r✲
✉rs❛❝❤t ✇✉r❞❡♥✳ ◆❛❝❤ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ▼✐♥✐♠❛❧t❡♠♣❡r❛t✉r ✇✉r❞❡ ❞❛s ❙②st❡♠ ❞❛❤❡r ❥❡✇❡✐❧s
♥❛❝❤❥✉st✐❡rt✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡r ❏✉st❛❣❡ ✇✉r❞❡ ❞❛s ✈♦r❤❡r✐❣❡ ▼❛①✐♠✉♠ ✇✐❡❞❡r ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉❡r s♣❡❦tr❛✲
❧❡ Ü❜❡r❧❛♣♣ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ss♣❡❦tr✉♠ ♥✐♠♠t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❑ü❤❧✉♥❣
✻✽
❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ♥✐❝❤t ❛❜✳ ❉❛s ✇✉r❞❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✶ ❜❡r❡✐ts r❡❝❤♥❡r✐s❝❤ ü❜❡r♣rü❢t✳
❉✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❑✉r✈❡♥ s✐❝❤t❜❛r❡♥ ❉✐s❦♦♥t✐♥✉✐tät❡♥ s✐♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ü❜❡r❣ä♥❣❡♥
✈❡r❜✉♥❞❡♥✿ ❉❡r s♣❡❦tr❛❧❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ❜❡✇✐r❦t ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✉♥t❡r❤❛❧❜ ✈♦♥
✾✵❑ ❡✐♥❡♥ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❙♣r✉♥❣ ✈♦♥ ✶✵✶✵♥♠ ③✉ ✾✾✻♥♠✳ ❉❡r ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❢ü❤rt ❜❡✐
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✈♦♥ ✉♥t❡r ✻✵❑ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❙♣r✉♥❣ ✈♦♥ ✶✵✸✷♥♠ ③✉ ✾✾✷♥♠ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳
❉✐❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♠✐t ✷✲✹✪ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❡♠✐tt✐❡r❡♥ ③✉♠✐♥❞❡st ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣
❢❛st ❛✉ss❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✉♠ ✶✵✸✷♥♠ ✉♥❞ ❧✐❡❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❤❡r ❞❡✉t❧✐❝❤
✉♥t❡r ❞❡r ❞❡s ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❧❡rs✳ ❉❛❤❡r ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡s❡ ♥✐❝❤t ✇❡✐t❡r ❜❡tr❛❝❤t❡t✳
P❛r❛❧❧❡❧ ③✉r ▲❛s❡r❛✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✐st ✐♥ ❞❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s
▲❛s❡rs ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t ✇♦r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❢ür ❞❡♥ ✶✪✱ ❞❡♥ ✺✪ ✉♥❞ ❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧
★✶ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ♦✛❡♥❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ s②♠❜♦❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡r
❘❡❝❤♥✉♥❣ ❛✉s ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✺✱ ❞✐❡ ❑r❡✐s❡ s②♠❜♦❧✐s✐❡r❡♥ ❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛✉s
❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t✳ ❉❛ ✐♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♥✉r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥
❦♦♥♥t❡✱ ❞✐❡s❡ ❛❜❡r ♥✐❝❤t ✐❞❡♥t✐s❝❤ ♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✐st✱ ❛✉❢ ❞❡r ❞✐❡
❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s✐❡rt✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❝❤s❡ ❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❲❡rt❡ ✉♠ ✹✺❑ ✈❡r✲
s❝❤♦❜❡♥✳ ❉❛s ❡♥ts♣r✐❝❤t ❡t✇❛ ❞❡r ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ✉♥❞
❞❡r ❞✉r❝❤s❝❤♥✐tt❧✐❝❤❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ❧❛s❡r❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤s✱ ✇✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✻ ❜❡r❡❝❤♥❡t
✇✉r❞❡✳ ❉✐❡s❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈❛r✐✐❡rt ♥❛tür❧✐❝❤ ❥❡ ♥❛❝❤ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡r ❍❡✐③❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❇❛s✐st❡♠♣❡✲
r❛t✉r✳ ■♥ ♦❜✐❣❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❢ür ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✹✵❑ ✉♥❞ ❢ür
✼✼❑ ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ❡✐♥❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ✈♦♥ ✺✸❑✳
❋ür ❞❡♥ ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ st✐♠♠❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞❡s ❊①♣❡r✐♠❡♥ts s❡❤r ❣✉t ♠✐t ❞❡r
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Temperatur T [K]^
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✻✿ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡rs✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✉♥❞ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥✳
✻✾
❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ü❜❡r❡✐♥✳ ❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛✉❢ ✶✵✷✷♥♠ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥
❦♦♥♥t❡ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✉r ✉♥t❡r❤❛❧❜ ❞❡r ♠❛①✐♠❛❧❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ✭s✐❡❤❡ ✉♥✲
t❡♥✮✳ ❋ür ❞❡♥ ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ st✐♠♠t ❞✐❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ✈ö❧❧✐❣ ♠✐t ❞❡♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ü❜❡r✲
❡✐♥✱ ✇♦❜❡✐ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❡✐ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ü❜❡r ✷✺✵❑ ❦❡✐♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱
✇❡✐❧ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉ ❤♦❝❤ ✇❛r✳ ❉✐❡ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ✉♥❞ ❞❛♠✐t
❡✐♥❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ♥✉r ✶✱✷✪ ❦♦♥♥t❡ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠✐t ❞❡♠ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ st✐♠♠t ✇❡✐t❣❡❤❡♥❞ ♠✐t ❞❡r ❑❛❧❦✉❧❛✲
t✐♦♥ ü❜❡r❡✐♥✳ ❲✐❡ ♦❜❡♥ s❝❤♦♥ ❡r✇ä❤♥t✱ ❦♦♥♥t❡ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ❦❡✐♥❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✉♠
✶✵✼✵♥♠ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❍❘✲❇❡s❝❤✐❝❤t✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤
♥✐❝❤t ♠❡❤r ❣✉t ❣❡♥✉❣ ❢✉♥❦t✐♦♥✐❡rt✱ ✇❛s ❜❡✐ ❞❡r ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ♥✐❝❤t ♠✐t ❡✐♥❜❡③♦❣❡♥ ✇✉r❞❡✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼ s✐♥❞ ❞✐❡ ▲❛s❡r❛✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✲✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥
❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❇❡✐ ❞❡r ■♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ❞✐❡s❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ✐st ③✉ ❜❡❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss
♠✐t ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s st❡✐❣t✳ ❇❡✐ ❛✉s❣❡s❝❤❛❧t❡t❡r
P✉♠♣❡ s✐♥❞ ❞❛s ❡t✇❛ ✸✵❑✱ ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt
✷✳✻ ❡✐♥❡ ❉✉r❝❤s❝❤♥✐ttst❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥ ✼✵✲✽✵❑✳
■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ ❡♠✐tt✐❡r❡♥ ❛❧❧❡ r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡r ❦✉r③ ü❜❡r ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ③✉♥ä❝❤st
❜❡✐ ✾✾✷♥♠✳ ❇❡✐ ✸✵❑ s❝❤❡✐♥t ❞❛s ❛❧s♦ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r ■♥✈❡rs✐♦♥✱ ❛❧s♦ tr♦t③ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥✱
❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r ❣rößt❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣ ③✉ s❡✐♥✳ ❉❡r ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♣r♦❞✉③✐❡rt ❜❡✐
❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ü❜❡r ✸✵❑ ❞✐❡ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ✶✵✷✷♥♠ ✉♥❞ ✶✵✸✷♥♠✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r
P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✷✷✱✹❲ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✶✻❲ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲
♦♣t✐s❝❤✲❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✼✶✪ ❡rr❡✐❝❤t✳
❉❡r ▲❛s❡r ♠✐t ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❡♠✐tt✐❡rt ❞❡✉t❧✐❝❤ ✇❡♥✐❣❡r ▲❡✐st✉♥❣✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡
❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉ ❡✐♥❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❢ü❤rt✳ ❉✐❡s ✇✐r❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✹✳✹
❛✉❝❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❇✐s ❝❛✳ ✶✼❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❡♠✐tt✐❡rt ❡r ❜❡✐ ✾✾✷♥♠✱ ❞❛rü❜❡r ❜❡✐
✶✵✸✷♥♠✳ ❉✐❡ ❑❛❧❦✉❧❛t✐♦♥ ❤❛tt❡ ❞✐❡s❡♥ s♣r✉♥❣❤❛❢t❡♥ Ü❜❡r❣❛♥❣ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t✳ ❉❛s ❊①♣❡r✐♠❡♥t
❤❛t ❣❡③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❞❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✐♥ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r
❞✐✛❡r❡♥t✐❡❧❧❡♥ ❊✣③✐❡♥③ ❡✐♥❤❡r❣❡❤t✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❞❛r❛♥✱ ❞❛ss ❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠ ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❞❡s
❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ❡t✇❛s ❤ö❤❡r ✐st✱ ✇❛s ③✉ ❡✐♥❡r ❡r❤ö❤t❡♥ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ♥♦❝❤♠❛❧s ③✉
♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❢ü❤rt✳ ■♥t❡r❡ss❛♥t❡r✇❡✐s❡ ✇❛r ❞✐❡s❡ ❚❡♥❞❡♥③ ③✉r ❊♠✐ss✐♦♥ ❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠
♥✐❝❤t st❛❜✐❧✱ s♦♥❞❡r♥ ♥❛❤♠ ❜❡✐ ✸✵❑ ♠✐t ❞❡r ❇❡tr✐❡❜s❞❛✉❡r ③✉✳ ■♥ ♠❡❤r❡r❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ♠✐t
❞✐❡s❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❦♦♥♥t❡ r❡♣r♦❞✉③✐❡r❜❛r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐❡ ❞❡r ▲❛s❡r ❜❡✐ ✸✵❑
✉♥❞ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ③✉♥ä❝❤st ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ❧✐❡❢✱ ❛❜❡r ♥❛❝❤ ❡t✇❛ ✷✵ ▼✐♥✉t❡♥ ✐♠ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t
s♣ür❜❛r❡♥ ▲❡✐st✉♥❣s❡✐♥❜✉ß❡♥ s❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛✉❢ ✶✵✸✷♥♠ ä♥❞❡rt❡✳ ❉✐❡ ❉❛t❡♥ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣
✸✳✼ ✇✉r❞❡♥ ❡t✇❛ ✷✵ ▼✐♥✉t❡♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❛✉❢❣❡③❡✐❝❤♥❡t✱
❞❛ ③✉♥ä❝❤st ❞❡r ▲❛s❡r ❢❡✐♥❥✉st✐❡rt ✇✉r❞❡✳ ❊✐♥✐❣❡ ▼✐♥✉t❡♥ s♣ät❡r ✇❡❝❤s❡❧t❡ ❞❡r ▲❛s❡r s❝❤♦♥
❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣❡♥ ③✉ ✶✵✸✷♥♠✳
❊s ❣✐❜t ③✇❡✐ ❊r❦❧är✉♥❣s♠ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❢ür ❞✐❡s❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ❦ö♥♥t❡ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss
s✐❝❤ ❘❡st❣❛s❡ ❛✉s ❞❡♠ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢ ❛✉❢ ❞❡r ❦❛❧t❡♥ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ♥✐❡❞❡rs❝❤❧❛❣❡♥✳ ❉✐❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲
❙tr❡✉✉♥❣ ❛♥ ❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ P❛rt✐❦❡❧s❝❤✐❝❤t ✇är❡ ❢ür ✾✾✷♥♠ stär❦❡r ❛❧s ❢ür ✶✵✸✷♥♠ ✇❡✐❧ ❞❡r
❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt ❢ür ❘❛②❧❡✐❣❤✲❙tr❡✉✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡r ✈✐❡rt❡♥ P♦t❡♥③ ❞❡r ✐♥✈❡rs❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡
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Auskoppelspiegel #1
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✼✿ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡r ❜❡✐ ✸✵❑
❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✳
✼✶
❛❜❤ä♥❣t ❬✺✻❪✳ ❉✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❢ür ✾✾✷♥♠ ✇är❡♥ ❞❛♠✐t ❡t✇❛ ✶✼✪ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ ❢ür ✶✵✸✷♥♠✳ ❉❡r
♠✐t ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡ ❉r✉❝❦ ✐st ❡✐♥ ❍✐♥✇❡✐s ❞❛r❛✉❢✱ ❞❛ss ❡s ❡✐♥
s♦❧❝❤❡s ❑♦♥❞❡♥s❛t ✐♥ ❞❡r ❱❛❦✉✉♠❦❛♠♠❡r ❣✐❜t✳ ❊s ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❢r❛❣❧✐❝❤✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞✐❡s❡s ❛✉❝❤
❛✉❢ ❞❡♠ P✉♠♣✢❡❝❦ ❞❡s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠s ❜✐❧❞❡♥ ✇ür❞❡✱ ❞❡♥♥ ❞✐❡ P✉♠♣✲ ✉♥❞ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣
s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❧♦❦❛❧ ❡r❤ö❤t❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❦ö♥♥t❡♥ ❞✐❡ P❛rt✐❦❡❧ ❡♥t❢❡r♥❡♥✳
❊✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ♣❧❛✉s✐❜❧❡ ❊r❦❧är✉♥❣ ✇är❡♥ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ st❛r❦❡ P✉♠♣str❛❤✲
❧✉♥❣ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧ ❜✐❧❞❡♥✳ ❙♦❧❝❤❡ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ✇ür❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ♥✐❡❞r✐❣❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r st❛❜✐❧✐✲
s✐❡rt ✉♥❞ ❦ö♥♥t❡♥ ❞❛♥♥ ❞✐❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❡♥t✇❡❞❡r ❞✐r❡❦t ♦❞❡r ü❜❡r r❡s♦♥❛♥t❡ Ü❜❡rtr❛❣✉♥❣
✈♦♥ ❨❜✲■♦♥❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❉✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❡✐♥❡s s♦❧❝❤❡♥ ❋❛r❜③❡♥tr✉♠s ❤ätt❡ ♥❛tür❧✐❝❤ ❡✐♥❡
s♣❡❦tr❛❧❡ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✉♥❞ ❦ö♥♥t❡ ❞✐❡ ▲❛s❡r♣❤♦t♦♥❡♥ ♠✐t ✾✾✷♥♠ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ stär❦❡r ❛❜✲
s♦r❜✐❡r❡♥ ❛❧s ❞✐❡ P❤♦t♦♥❡♥ ♠✐t ✶✵✸✷♥♠ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✳ ❇❛♥❥❡r❡❡ ❡t ❛❧✳ ❜❡r✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❬✻❪ ü❜❡r
❦❧❡✐♥❡ ❞✉♥❦❧❡ P✉♥❦t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❨❜✿❨▲❖ ✭❨ttr✐✉♠✲▲❛♥t❤❛♥♦①✐❞✮ ❞✉r❝❤ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❡r✲
③❡✉❣t ✇✉r❞❡♥✱ s✐❝❤ ❛❜❡r ❞✉r❝❤ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ✭✺ ❙t✉♥❞❡♥ ❜❡✐ ✼✵➦❈✮ ❡♥t❢❡r♥❡♥ ❧✐❡ß❡♥✳
❖❜✇♦❤❧ ❤✐❡r ❡✐♥ ❛♥❞❡r❡s ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✱ ❦ö♥♥t❡ ❡s s❡✐♥✱ ❞❛ss ❡✐♥ ä❤♥❧✐❝❤❡r
Pr♦③❡ss ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ❡r③❡✉❣t ❤❛t✱ ❞✐❡s❡ ❛❜❡r ♥❛❝❤ ❞❡r ❛♥s❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡♥ ❊r✇är♠✉♥❣ ❛✉❢ ❩✐♠✲
♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳
❙t❛❜✐❧❡r ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❦♦♥♥t❡ ❤✐♥❣❡❣❡♥ ♠✐t ❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧
★✶ ❡r③❡✉❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❆✉❝❤ ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✇❛r ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✾✾✻♥♠
ü❜❡r ❜❡❧✐❡❜✐❣❡ ❩❡✐t st❛❜✐❧✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ✶✱✻✪ ✉♥❞ ✷✶✱✸❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣
✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✶✸❲ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✻✶✪
✭❣❡❣❡♥ ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✮ ❡rr❡✐❝❤t✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❜✐s❤❡r ✈❡rö✛❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❊✣③✐❡♥✲
③❡♥ ❜❡✐ s♦❧❝❤ ❣❡r✐♥❣❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t❡♥ ✐st ❞❛s ❡✐♥❡ ❡♥♦r♠❡ ❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣✿ ❘✐❝❛✉❞ ❡t ❛❧✳ ❬✻✻❪
❤❛❜❡♥ ✐♥ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t❡♠ ❨❜✿❈❛❋2 ❡✐♥❡ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✸✺✪ ✭❣❡❣❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ P✉♠♣❧❡✐s✲
t✉♥❣✮ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❚❡r✲●❛❜r✐❡❧②❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✼✻❪ ❤❛❜❡♥ ✐♥ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t❡♠ ❊r✿❙❝2❖3 ❜❡✐
❡✐♥❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ✶✱✺✪ ✉♥❞ ❡✐♥❡r P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✶✺✸✺♥♠ ❡✐♥❡ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥
❡t✇❛ ✹✵✪ ✭❣❡❣❡♥ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✮ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❱❡r❣❧❡✐❝❤t ♠❛♥ ❞✐❡ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❘❡✲
s♦♥❛t♦r❦♦♥③❡♣t❡✱ ❢ä❧❧t ❛✉❢✱ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✈✐❡❧❡ ❱♦rt❡✐❧❡ ❞❡s ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r❞❡s✐❣♥s
③✉♠ ❚r❛❣❡♥ ❦♦♠♠❡♥✿
❼ ❉✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ❉✉r❝❤❣ä♥❣❡ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥ ❡✐♥❡♥ ❤♦❤❡♥ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r✲
❦✉♥❣s❣r❛❞✱ ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❤♦❤❡r ■♥✈❡rs✐♦♥✳
❼ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❣❡r✐♥❣❡ ❉✐❝❦❡ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✐st ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❛✉❝❤ ♠✐t ♠♦❞❡r❛t❡r P✉♠♣✲
❧❡✐st✉♥❣ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ✉♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡ ■♥✈❡rs✐♦♥s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ③✉ ❡r③❡✉❣❡♥✳ ❉❛❞✉r❝❤ ✇✐r❞ ❞✐❡
❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ✈❡r♠✐❡❞❡♥✳ ❉✐❡s❡ ✐st ❜❡✐ s♦ ❣❡r✐♥❣❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t
❦❛✉♠ ✈❡r♠❡✐❞❜❛r✳
❼ ❉❛s ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❞❡s✐❣♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ♠✐♥✐♠❛❧❡ ✐♥t❡r♥❡ ❱❡r❧✉st❡✱ ✇❛s ❞✐❡ ❆✉s❦♦♣✲
♣❡❧❡✣③✐❡♥③ ❡r❤ö❤t✳
❉❛r❛✉s ❧ässt s✐❝❤ s❝❤❧✉ss❢♦❧❣❡r♥✱ ❞❛ss ❢ür ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞❛s
❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r❞❡s✐❣♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❡❡✐❣♥❡t ✐st✳
✼✷
✸✳✹✳✷ M 2✲▼❡ss✉♥❣
❇❡✐ ❞❡♥ ♦❜✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ✇✉r❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ❞❡r M2✲P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ▲❛s❡rstr❛❤❧s ❜❡st✐♠♠t✳
❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❞❡r ❙tr❛❤❧ st❛r❦ ❛❜❣❡s❝❤✇ä❝❤t✱ ♠✐t ❡✐♥❡r ▲✐♥s❡ ✭f = 200♠♠✮ ❢♦❦✉ss✐❡rt ✉♥❞
❡✐♥❡ ❑❛♠❡r❛ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ❙tr❛❤❧❛❝❤s❡ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❋♦❦✉s ❣❡❢❛❤r❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✶✳✺✳✷ ❜❡✲
s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❛✉s ❞❡♥ ❆✉❢♥❛❤♠❡♥ ❣❡♠äß ■❙❖ ❬✸✸❪ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✉r❝❤♠❡ss❡r ❜❡st✐♠♠t ✉♥❞
♠✐t ❞❡r ▼❡t❤♦❞❡ ❞❡r ❦❧❡✐♥st❡♥ ◗✉❛❞r❛t❡ ❛♥ ❞❡♥ t❤❡♦r❡t✐s❝❤❡♥ ❑✉r✈❡♥✈❡r❧❛✉❢ ❛♥❣❡♣❛sst✳ ■♥
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽ s✐♥❞ ❞✐❡ ❉❛t❡♥ ❞❡r M2✲▼❡ss✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡r❦❛✈✐tät ♠✐t ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧
❜❡✐ ♠✐♥✐♠❛❧❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✉♥❞ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡s✲
s❡r ♣❛ss❡♥ ❣✉t ③✉r t❤❡♦r❡t✐s❝❤ ✈♦r❤❡r❣❡s❛❣t❡♥ ❍②♣❡r❜❡❧ ✭R2 > 0✱99✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡
❜❡trä❣t ❡t✇❛ ✹♠♠✳ ❊s s✐♥❞ ❛❧s♦ ✲✇✐❡ ✈♦♥ ❞❡r ■❙❖ ❣❡❢♦r❞❡rt✲ ♠❡❤r ❛❧s ✺ ❇✐❧❞❡r ❛✉ß❡r❤❛❧❜
❞❡r ❞♦♣♣❡❧t❡♥ ❘❛②❧❡✐❣❤✲▲ä♥❣❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥ ✇♦r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❋♦r♠ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❙tr❛❤❧♣r♦✜❧❡
✇❛r ❛✉❝❤ ✐♥ ❛❧❧❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▼❡ss✉♥❣❡♥ s♦ ❣❧❛tt ✉♥❞ ❣❧❡✐❝❤♠äß✐❣✱ ✇✐❡ ❥❡♥❡✱ ❞✐❡ ✐♥ ❞❡r ❆❜✲
❜✐❧❞✉♥❣ ❞❛r❣❡st❡❧❧t s✐♥❞✳ ❉❡r M2✲❋❛❦t♦r ❞❡s ❙tr❛❤❧s ✇✉r❞❡ ♠✐t M2 = 1✱4 ❜❡r❡❝❤♥❡t✳ ❉❛s
❡r❦❧ärt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❘❛❞✐❡♥ ✈♦♥ P✉♠♣✢❡❝❦ ✭w = 310➭♠✮ ✉♥❞ ●r✉♥❞♠♦❞❡
✭w = 256➭♠✮✿ ❯♠ ❞❛s ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ ③✉ ♥✉t③❡♥✱ s✐♥❞ ❤ö❤❡r❡ ▼♦❞❡♥ ♥öt✐❣✱ ❞❛ s✐❡ ❣röß❡r❡
❘❛❞✐❡♥ ❤❛❜❡♥✳
❋ür ❞❡♥ ▲❛s❡r ♠✐t ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❡r❣❛❜ s✐❝❤ ❡✐♥ M2 ✈♦♥ ✶✱✶❀ ✉♥❞ ③✇❛r s♦✇♦❤❧
❜❡✐ ✶✷✱✹❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✾✾✷♥♠✲❇❡tr✐❡❜ ❛❧s ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞
✶✵✸✷♥♠✲❇❡tr✐❡❜✳ ❉✐❡s❡r ❦❧❡✐♥❡ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✈❡r❜✉♥❞❡♥ ♠✐t ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ▲❛✲
s❡r❡✣③✐❡♥③ ✐♠ ❋❛❧❧❡ ❞❡s ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ❧✐❡❣t ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❛♠ ❤♦❤❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✽✿ M2✲▼❡ss✉♥❣ ❞❡s ✶✵✸✷♥♠ ▲❛s❡rstr❛❤❧s ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ♠✐t ✶✪ ❆✉s✲
❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧✳
✼✸
✉♥❞ ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣✿ ❉❛ ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s ❜❡st❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣s
❞✐❡ ❣rößt❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❡r❢ä❤rt ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉❡rst ❛♥s❝❤✇✐♥❣t✱ ❦ö♥♥❡♥ ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥ ▼♦❞❡♥ ♥✉r
❞✐❡ ♥♦❝❤ ✉♥❣❡♥✉t③t❡♥ ✒❘❡st❡✏ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡ts ♥✉t③❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❢ür ❞✐❡s❡
▼♦❞❡♥ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣ s❝❤✇✐❡r✐❣❡r ③✉ ❡r❢ü❧❧❡♥✳
❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ❡r❣❛❜ ❡✐♥M2 ✈♦♥ ✶✱✷✳ ❉✐❡s❡r ❙♣✐❡❣❡❧
❤❛t ③✇❛r ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥❡ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✈♦♥ ❡t✇❛ ✶✪✱ ❛❜❡r ❛✉❝❤ ❜❡✐ ✽✵❑ ❤❛t ❞❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧
♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣❜❛r❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ✾✾✻♥♠✳ ❉✐❡s❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞ä♠♣❢t ❤ö❤❡r❡
▼♦❞❡♥ stär❦❡r ❛❧s ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡s❡ ❡✐♥❡ ❜r❡✐t❡r❡ ❚❛✐❧❧❡ ❤❛❜❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ✇❡✐t❡r ✐♥
❞✐❡ ✉♥❣❡♣✉♠♣t❡♥ ●❡❜✐❡t❡ r❛❣❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❛♠ ❘❛♥❞ ❞❡s P✉♠♣❣❡❜✐❡t❡s r❡✐❝❤t
❞❛♥♥ ❞✐❡ ❡✛❡❦t✐✈❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ ❡✐♥✐❣❡r ❤ö❤❡r❡r ▼♦❞❡♥ ♥✐❝❤t ♠❡❤r ❢ür ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣
❛✉s✱ ✇❛s ❛✉❝❤ ③✉ ❡✐♥❡♠ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ❢ü❤rt✳
▼✐t ❞❡♠ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ★✶ ✐st ❡✐♥ st❛❜✐❧❡r ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛✲
❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✭✶✱✻✪✮ ✉♥❞ ❤♦❤❡r ❊✣③✐❡♥③ ✭✻✶✪✮ ❡rr❡✐❝❤t ✇♦r❞❡♥✳ ❇❡♠❡r❦❡♥s✇❡rt❡r✇❡✐s❡
✇❛r ❛❜❡r ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ✐♠ ✶✵✸✷♥♠✲❇❡tr✐❡❜ tr♦t③ ❞❡s ❤ö❤❡r❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ❤ö❤❡r✳ ❇❡✈♦r
❞✐❡s❡r ❯♠st❛♥❞ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✹✳✹ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✇✐r❞✱ s♦❧❧ ③✉♥ä❝❤st ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤
♠✐t ❤ö❤❡r✲♠♦❞✐❣❡♠ ❇❡tr✐❡❜ ❤ö❤❡r❡ ❊✣③✐❡♥③❡♥ ❡rr❡✐❝❤❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ❱♦♥ ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥
❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧♥ ❦♦♥♥t❡ ♥✉r ❡✐♥❡ ❙❡r✐❡ ❜❡s❝❤❛✛t ✇❡r❞❡♥✱ ❛❜❡r ❞✐❡ s♣❡❦tr❛❧ ✢❛❝❤❡♥ ❆✉s✲
❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ s✐♥❞ ❞❡✉t❧✐❝❤ ö❦♦♥♦♠✐s❝❤❡r✱ s♦ ❞❛ss ✐♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡r❡✐❝❤ ♥♦❝❤ ❛♥❞❡r❡ ❘❛❞✐❡♥ ❞❡s
❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛♥❞❡r❡ ●röß❡♥ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r❣r✉♥❞♠♦❞❡ ❣❡t❡st❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡♥✳
✸✳✹✳✸ ▼✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜
■♥ ❞❡♥ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ❱❡rs✉❝❤❡♥ ❜❡tr✉❣ ❞❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ROC = 400♠♠✳ ❇❡✐
❡✐♥❡r ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✷✵✵♠♠ ❡r❣✐❜t s✐❝❤ ❞❛r❛✉s ❞❡r ●❛✉ß✲❘❛❞✐✉s ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r❣r✉♥❞✲
♠♦❞❡ ③✉ w = 256➭♠✳ ❆♠ P✉♠♣✢❡❝❦ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ❡t✇❛ ✸✶✵➭♠ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s
✐st ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ ❦❡✐♥❡ r❡✐♥❡ ●❛✉ß❢✉♥❦t✐♦♥ ✉♥❞ ✇✐r❞ s✐❝❤ ❛✉ß❡r❞❡♠ ✉♥t❡r ❊✐♥✇✐r❦✉♥❣ ❞❡r
❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ✈❡rä♥❞❡r♥✳ ❊s ❜❧❡✐❜t ❛❧s♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t
❦❧❡✐♥❡r❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ ❜❡ss❡r ❛✉s♥✉t③t✱ ✐♥❞❡♠ ❞❛♥♥ ♠❡❤r ❤ö❤❡r❡ ▼♦❞❡♥ ❛♥✲
s❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❞❡r❡♥ ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡s Pr♦✜❧ s✐❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥ ❞❛s P✉♠♣♣r♦✜❧ ❛♥♣❛ss❡♥ ❦❛♥♥✳
❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✹ s❝❤♦♥ ❜❡r❡❝❤♥❡t✱ ✇är❡ ❡✐♥ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ✈♦♥ ✷✺✵♠♠ ❣❡❡✐❣♥❡t✱ ✉♠ ❞❡♥
❘❛❞✐✉s ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ✵ ✉♥❞ ✷✵✵➭♠ ③✉ ✈❛r✐✐❡r❡♥✳ ❆✉s ▲❛❣❡r❜❡stä♥❞❡♥ ❞❡s ❍❡r✲
st❡❧❧❡rs ❦♦♥♥t❡♥ ③✇❡✐ ✇❡✐t❡r❡ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❜❡s❝❤❛✛t ✇❡r❞❡♥✿ ❡✐♥ ❊①❡♠♣❧❛r ♠✐t ✷✵✵♠♠
❘❛❞✐✉s ✉♥❞ ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ✉♥❞ ❡✐♥ ❊①❡♠♣❧❛r ♠✐t ✷✺✵♠♠ ❘❛❞✐✉s ✉♥❞ ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧✲
❣r❛❞✳ P❡r ❆❇❈❉✲▼❛tr✐①✲❋♦r♠❛❧✐s♠✉s ❧ässt s✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡✱ ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡ ✉♥❞
❞❡♠ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❘❛❞✐✉s ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❜❡r❡❝❤♥❡♥✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡
❡✐♥❡r s♦❧❝❤❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❢ür ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ③✉sät③❧✐❝❤ ❜❡s❝❤❛✛t❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾
❞❛r❣❡st❡❧❧t✳
●❡❣❡♥ ❊♥❞❡ ❞❡s ❙t❛❜✐❧✐täts❜❡r❡✐❝❤s ✇✐r❞ ③✇❛r ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r♠♦❞❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ♣❧❛♥❡♥ ❊♥❞s♣✐❡✲
❣❡❧ ❜❡❧✐❡❜✐❣ ❦❧❡✐♥✱ ❞❛❢ür ❛❜❡r ❛✉❢ ❞❡♠ s♣❤är✐s❝❤❡♥ ❙♣✐❡❣❡❧ s❡❤r ❣r♦ß✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❦♦♥♥t❡
❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦r ❞❡s ✷✵✵♠♠✲❙♣✐❡❣❡❧s ❢ür ▲ä♥❣❡♥ ü❜❡r ✶✽✵♠♠ ❡✐♥ st❛r❦
str✉❦t✉r✐❡rt❡s ❙tr❛❤❧♣r♦✜❧ ❤❛t✳ ❋ür ❡✐♥❡ ▲ä♥❣❡ ✈♦♥ ❜❡✐s♣✐❡❧s✇❡✐s❡ ✶✾✵♠♠ ❤❛t ❞✐❡ ●r✉♥❞♠♦✲
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✾✿ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❘❛❞✐✉s ❛✉❢ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r ❘❡s♦♥❛✲
t♦r❧ä♥❣❡ ❢ür ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐❡♥✳
❞❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❡✐♥❡♥ ❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ✵✱✺♠♠✳ ❉❛ ❛❜❡r ♠❡❤r❡r❡ ❤ö❤❡r❡ ▼♦❞❡♥
❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥✱ ❡rr❡✐❝❤t ❞❛s ❙tr❛❤❧♣r♦✜❧ ♣r♦❜❧❡♠❧♦s ❡✐♥❡♥ ❉✉r❝❤♠❡ss❡r ✈♦♥ ✶✵♠♠✳ ❉❛❞✉r❝❤
✇✐r❞ ❡s ✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❡r✱ ❉❡❢❡❦t❡ ♦❞❡r ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❞❡r ❋♦r♠tr❡✉❡ ❛✉❢ ❞❡♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧✲
s♣✐❡❣❡❧ ③✉ tr❡✛❡♥✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧ stör❡♥ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❜❡❡✐♥trä❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛❤❡r
✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡ ❛✉❢ ✶✼✵♠♠ ❢❡st❣❡❧❡❣t✳ ❉❡r ❘❛❞✐✉s ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡ ❜❡trä❣t ❞❛♥♥
❡t✇❛ ✶✺✵➭♠✳ ❉❛s ✐st ❞❡✉t❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡r ❛❧s ❞✐❡ ✷✺✵➭♠ ▼♦❞❡ ❞❡s f = 400♠♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s
✉♥❞ ✇✐r❞ ③❡✐❣❡♥✱ ♦❜ s✐❝❤ ❞❡r rä✉♠❧✐❝❤❡ Ü❜❡r❧❛♣♣ ❞✉r❝❤ ❤ö❤❡r❡ ▼♦❞❡♥ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❧ässt✳ ❯♠
✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❡ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤❡r③✉st❡❧❧❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞❡r ✺✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❘❛❞✐✉s
✈♦♥ ✷✺✵♠♠ ♠✐t ❡✐♥❡r ❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✷✸✵♠♠ ❜❡tr✐❡❜❡♥✳ ❉❛r❛✉s r❡s✉❧t✐❡rt ❡❜❡♥❢❛❧❧s ❡✐♥
●r✉♥❞♠♦❞❡✲❘❛❞✐✉s ✈♦♥ ✶✺✵➭♠✳
■♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵ s✐♥❞ ❞✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ✲✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ❞❡r ♠✉❧t✐♠♦❞❡✲
❊①♣❡r✐♠❡♥t❡ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❆♠ ❙tr❛❤❧ ❞❡s ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r
✈♦♥ M2 = 3 ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❙❡✐♥ s♣❡❦tr❛❧❡s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✉♥❞ s❡✐♥❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥t❡rs❝❤❡✐❞❡♥
s✐❝❤ ♥✐❝❤t ✇❡s❡♥t❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡r ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❑❛✈✐tät✳ ❇❡✐ ❞❡♠ Ü❜❡r❣❛♥❣ ❞❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✐st
❞✐❡s❡s ▼❛❧ ❦❡✐♥❡ s♦ st❛r❦❡ ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ✐♥ ❞❡r ▲❡✐st✉♥❣ ③✉ ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❚r❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ✭✹✱✺✺✪✮ ✉♥❞ ✶✵✸✷♥♠ ✭✹✱✼✺✪✮ ❢❛st ❣❧❡✐❝❤ ✐st✳ ❉❡r
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ü❜❡r❣❛♥❣ ♣❛ss✐❡rt❡ ❤✐❡r ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✐♥s❣❡s❛♠t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞
❞❛♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❣❡r✐♥❣❡r❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛❧s ❜❡✐ ❞❡♠ ✺✪ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲
❆✉s❦♦♣♣❧❡r✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡s❡r Ü❜❡r❣❛♥❣ ✇❛r ③❡✐t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t st❛❜✐❧ ✉♥❞ t❡♥❞✐❡rt❡ ❜❡✐ ③✉♥❡❤♠❡♥❞❡r
❚✐❡❢t❡♠♣❡r❛t✉r✲❇❡tr✐❡❜s❞❛✉❡r ❡❤❡r ③✉♠ ✶✵✸✷♥♠✲❇❡tr✐❡❜✳ ❉✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡r❤ö❤t❡ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✵✿ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❡✲
▲❛s❡r ❜❡✐ ✸✵❑ ❇❛s✐st❡♠♣❡r❛t✉r ✐♥ ❆❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✳
✼✻
✐st ❛✉❢ ❞❡♥ ❧❡✐❝❤t ✈❡r❜❡ss❡rt❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ③✉rü❝❦③✉❢ü❤r❡♥✳ ❆❧❧❡r❞✐♥❣s ❜❧❡✐❜❡♥ ❞✐❡
❞r❡✐ Pr♦❜❧❡♠❡ ❞❡s ✺✪✲❆✉s❦♦♣♣❧❡rs ❜❡st❡❤❡♥✿ ❉✐❡ ❤♦❤❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✈❡r✉rs❛❝❤t ❡✐♥❡ s✉❜✲
♦♣t✐♠❛❧❡ P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥✱ ❞✐❡ ❘❡❛❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛♠ ❘❛♥❞❡ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦s
❜❡✇✐r❦t ❜❡❣r❡♥③t❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st ♥✐❝❤t st❛❜✐❧✳ ❉✉r❝❤ ❞❡♥ ❡r❤ö❤✲
t❡♥ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ❤❛t ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❞❡s ❆✉s❣❛♥❣sstr❛❤❧s ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉ ❞❡r
●r✉♥❞♠♦❞❡✲❑❛✈✐tät st❛r❦ ❛❜❣❡♥♦♠♠❡♥✳
❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❧❡r ✐st ③✇❛r ❞❡r❥❡♥✐❣❡♥ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜
s❡❤r ä❤♥❧✐❝❤✱ ❤✐❡r ✐st ❞✐❡s❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❛❜❡r ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ♥✉r ❤❛❧❜ s♦ ✈✐❡✲
❧❡♥ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ③✉st❛♥❞❡ ❣❡❦♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr❡✐❝❤t❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥
✶✺✱✽❲ ❡♥ts♣r✐❝❤t ❜❡✐ ✷✶✱✸❲ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❡✐♥❡r ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✼✹✪ ❜❡✐
❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✈♦♥ M2 = 2✱4✳ ❉✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ❦♦♥♥t❡ ❛❧s♦ ❞✉r❝❤ ❞❡♥
♠✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜ ❧❡✐❝❤t ❣❡st❡✐❣❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡ ❤ö❝❤st❡ ❊✣③✐❡♥③ ✇✉r❞❡ ❜❡✐ ❡✐♥❡r P✉♠♣❧❡✐s✲
t✉♥❣ ✈♦♥ ✶✷✱✹❲ ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ❜❡trä❣t ü❜❡r ✼✽✪✳ ❉❡r ❧❡✐❝❤t❡ ❘ü❝❦❣❛♥❣ ❞❡r ❊✣③✐❡♥③ ❜❡✐
❤♦❤❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ✉♥❞ ❞❡♥ ❞✐s❦✉t✐❡r✲
t❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡✳ ❉✐❡ ❡rr❡✐❝❤t❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③
✈♦♥ ✼✽✪ ✐st ♥❛❝❤ ❛❦t✉❡❧❧❡♠ ❙t❛♥❞ ❡✐♥ ❘❡❦♦r❞✇❡rt ❢ür ❨tt❡r❜✐✉♠✲❞♦t✐❡rt❡ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r✳
❘✐♣✐♥ ❡t ❛❧✳ ❜❡r✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❬✻✼❪ ü❜❡r ❡✐♥❡♥ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t❡♥ ❨❜✿❨❆● ▲❛s❡r ♠✐t ❡✐♥❡r ♦♣t✐s❝❤✲
③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✼✻✪✱ ✶✻✺❲ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r
M2 < 1✱2✳ ❉❛③✉ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❨❜✿❨❆●✲❙t❛❜ ❛✉❢ ❜❡✐❞❡♥ ❙t✐r♥s❡✐t❡♥ ♠✐t ✉♥❞♦t✐❡rt❡♠ ❨❆● ❦♦♥✲
t❛❦t✐❡rt✱ ❛✉❢ ❞❡r ▼❛♥t❡❧✢ä❝❤❡ ♠✐t ■♥❞✐✉♠ ❛♥ ❞✐❡ ❑✉♣❢❡r✇är♠❡s❡♥❦❡ ♠♦♥t✐❡rt ✉♥❞ ✈♦♥ ❜❡✐❞❡♥
❙❡✐t❡♥ ♠✐t ▲❛s❡r❞✐♦❞❡♥st❛❝❦s ❣❡♣✉♠♣t✳ ❉✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣t ✐st ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❦❛✉♠ s❦❛❧✐❡r❜❛r✱ ✇❡✐❧
❜❡✐ ❤ö❤❡r❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✐♠♠❡r ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ③✉♥❡❤♠❡♥ ✇✐r❞✳ ❋❛♥ ❡t ❛❧✳
❬✷✹❪ ✈❡rs✉❝❤t❡♥ s♣ät❡r✱ ❞✐❡s❡s ❑♦♥③❡♣t ③✉ s❦❛❧✐❡r❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡♥✉t③t❡♥ ❞❛❢ür ③✇❡✐ ▲❛s❡r❦r✐st❛❧❧❡ ✐♥
❡✐♥❡♠ ❘❡s♦♥❛t♦r ✉♥❞ ❡rr❡✐❝❤t❡♥ ✼✶✪ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ❜❡✐ ✹✺✺❲ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣
✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✈♦♥ M2 = 1✱4✳
❇r♦✇♥ ❡t ❛❧✳ ❜❡r✐❝❤t❡♥ ✐♥ ❬✶✹❪ ③✇❛r ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❦r②♦❣❡♥ ❣❡❦ü❤❧t❡♥ ❨❜✿❨❆● ▲❛s❡r ♠✐t ✽✹✪
♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③✱ ❞✐❡s❡r ❲❡rt ✐st ❛❜❡r r❡❧❛t✐✈ ③✉r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜❡✲
r❡❝❤♥❡t ✇♦r❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡t✇❛ ✻✷✪ ❞❡r ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜❡tr✉❣✳ ❉✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥
❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ✐st ❛❜❡r ❡✐♥ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❚❡✐❧ ❞❡s ♣❤②s✐❦❛❧✐s❝❤❡♥ Pr♦❜❧❡♠s✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❜❡✐
✸✲◆✐✈❡❛✉✲❙②st❡♠❡♥ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♥✐❝❤t ❡r❤ö❤❡♥✱ ♦❤♥❡ ❛♥❞❡✲
r❡ ✇✐❝❤t✐❣❡ P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ▲❛s❡r❞❡s✐❣♥s ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✿ ❊✐♥❡ ❡r❤ö❤t❡ ❉♦t✐❡r✉♥❣ ♦❞❡r ❉✐❝❦❡
❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✈❡rä♥❞❡rt ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❱❡rstär❦✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❲är♠❡❧❡✐t❢ä❤✐❣✲
❦❡✐t ❜③✇✳ ❞❡♥ ❲är♠❡✢✉ss ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✳ ▼❡❤r❢❛❝❤❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ❞❡r
P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❢ü❤r❡♥ ♠❡✐st ③✉ ❡✐♥❡r ❱❡rä♥❞❡r✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❣❡♦♠❡tr✐❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ③✉ ❡✐✲
♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③✳ ❉✐❡ ❡✐♥③✐❣❡ ❆✉s♥❛❤♠❡ ❜✐❧❞❡♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r✱ ✇❡❧❝❤❡ ♦❤♥❡❤✐♥
♦❢t ♣r❛❦t✐s❝❤ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❉❛❤❡r ✐st ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ r❡❧❛t✐✈ ③✉r
❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡♥ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❞❡r s✐♥♥✈♦❧❧❡r❡ ❱❡r❣❧❡✐❝❤s✇❡rt✳
■♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❜❡r✐❝❤t❡♥ ❲❡✐❝❤❡❧t ❡t ❛❧✳ ❬✽✸❪ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r✲
❨❜✿❨❆● ▲❛s❡r ♠✐t ❡t✇❛ ✶❦❲ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ✼✷✪ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ✉♥❞
❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✈♦♥ M2 ≈ 15✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ ❱❇●✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡
✼✼
▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❜❡♥✉t③t✱ ✉♠ ✐♥ ❞✐❡ ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ✈♦♥ ❨❜✿❨❆● ③✉ ♣✉♠♣❡♥✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r
s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❇r❡✐t❡ ❞❡r ◆✉❧❧✲P❤♦♥♦♥✲▲✐♥✐❡ ✐st ❞❛s ♥✉r ♦❜❡r❤❛❧❜❤❛❧❜ ✈♦♥ ✶✷✵❑ ♠ö❣❧✐❝❤ ❬✸✹❪✳
P❡t❡rs ❡t ❛❧✳ ❬✻✶❪ ❡rr❡✐❝❤t❡♥ ♠✐t ❡✐♥❡♠ ❨❜✿▲✉❖✲❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❜❡✐ ❘❛✉♠t❡♠♣❡r❛t✉r ❡❜❡♥❢❛❧❧s
✼✷✪ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ❜❡✐ ✸✷✱✻❲ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ❡✐♥❡♠ ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s✲
❢❛❦t♦r ✈♦♥ M2 = 10− 20✳
◆✉♥ s♦❧❧ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✐♠ ❆✉s❣❛♥❣sstr❛❤❧ ❞❡s ❤✐❡r ❦♦♥str✉✐❡rt❡♥ ▲❛s❡rs ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❙✐❡ ❜❡trä❣t ❧❛✉t ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✷✳✶✿
B =
4 · P
pi2 ·D2 · θ2 ✭✸✳✷✮
●❡♠❡✐♥s❛♠ ♠✐t ❞❡r ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦rs ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✶✼✮ ✉♥❞
D = 2w0 ❡r❣✐❜t s✐❝❤
B =
P
(M2)2 · λ2 = 2, 6 · 10
8 ❲
❝♠2 · sr ✭✸✳✸✮
❉❡r ❤✐❡r ❦♦♥str✉✐❡rt❡ ▲❛s❡r❛✉❢❜❛✉ ❤❛t ❛❧s♦ ❞✐❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❞❡r ▲❛s❡r❞✐♦❞❡✱ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts ❡✐♥❡
s❡❤r ❤♦❤❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ 1, 6 · 106 ❲
❝♠2·sr
❤❛tt❡✱ ✉♠ ♠❡❤r ❛❧s ❞❡♥ ❋❛❦t♦r ✶✵✵ ❡r❤ö❤t✳ ❉❛s ✐st
♥✉r ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❤♦❤❡ ❊✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣✉t❡ ❙tr❛❤❧q✉❛❧✐tät ♠ö❣❧✐❝❤✳
❉✐❡ ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡rs ❧✐❡ß❡ s✐❝❤ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ♠✐t ♥♦❝❤ ❦❧❡✐♥❡r❡♥ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲
❉✉r❝❤♠❡ss❡r♥ ✐♠ ❡✐♥st❡❧❧✐❣❡♥ Pr♦③❡♥t❜❡r❡✐❝❤ st❡✐❣❡r♥✳ ❉❛ ✐♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤✲
❧❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♦❢t ❞✐❡ ❋♦❦✉ss✐❡r❜❛r❦❡✐t ❞❡s ❙tr❛❤❧s ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ s♣✐❡❧t ✉♥❞ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❦❧❡✐♥❡r❡♥
●r✉♥❞♠♦❞❡♥ ❞❡r ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r st❛r❦ ③✉♥✐♠♠t✱ ✐st ❡s ✈♦♥ ❞❡r ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❛❜✲
❤ä♥❣✐❣✱ ♦❜ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡ ▲❡✐st✉♥❣s❡r❤ö❤✉♥❣ s✐♥♥✈♦❧❧ ✐st✳
✸✳✹✳✹ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ❱❡r❧✉st❦❛♥ä❧❡
■♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ s♦❧❧ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ✇♦❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡r ❜❡❣r❡♥③t ✇❛r
✉♥❞ ✇✐❡ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ✈❡r❜❡ss❡r♥ ❧✐❡ß❡✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ s♦❧❧ ❢ür ❞❡♥ ❋❛❧❧ ❦r②♦❣❡♥❡r ❑ü❤❧✉♥❣ ♥♦❝❤♠❛❧s
❞✐❡ ❣❡♠❡ss❡♥❡ ❲är♠❡ ♠✐t ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❲är♠❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ❲✐❡ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✶
❣❡♥❛✉ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ✐♠ ▼❡❞✐✉♠ ❡r③❡✉❣t❡ ❲är♠❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣
❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❣❡♠❡ss❡♥✳ ❉✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡ ✇✐r❞ s✐❝❤✱ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡r ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r✲
▼❡ss✉♥❣ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮✱ ❛✉s ❞❡♥ ❱❡r❧✉st❜❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❡r❣❡❜❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ③✉✲
s❛♠♠❡♥❣❡❢❛sst s✐♥❞✳
❩✉♥ä❝❤st ✇✉r❞❡ ❛✉s ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧❜❡❞✐♥❣✉♥❣ ✭●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✶✳✷✵✮✱ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s T ✉♥❞ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡
✭RHR = 99✱96%✮ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ❜❡st✐♠♠t✿
β =
(− ln[(1− T ) ·RHR]
2 · L · C + σab
)
· (σem + σab)−1 ✭✸✳✹✮
❉❛ ❞✐❡s❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❛✉❝❤ ✐♠ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❦♦♥st❛♥t ❜❧❡✐❜t✱ ❦♦♥♥t❡ ❞❛r❛✉s ❞❡r ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ❆♥t❡✐❧
❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛❜❣❡s❝❤ät③t ✇❡r❞❡♥✿
ηP = 1− exp(2 · L · C · [β(σem + σab)− σab]) ✭✸✳✺✮
✼✽
❋ür ❡✐♥❡ ♣rä③✐s❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♠üsst❡♥ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r✈❡rt❡✐❧✉♥❣ s♦✇✐❡ ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐✲
♦♥s✈❡rt❡✐❧✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥t s❡✐♥✳ ❉❛ ❞✐❡s❡ ✇✐❡❞❡r✉♠ ✈♦♥ ❞❡♥ ❛♥s❝❤✇✐♥❣❡♥❞❡♥ ▼♦❞❡♥ ✉♥❞ ❞❡r❡♥
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱ ✇❛r ❡✐♥❡ ❣❡♥❛✉❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ♥✐❝❤t ♠ö❣❧✐❝❤✳ ●❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r✲
❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ❉✉r❝❤s❝❤♥✐tts✇❡rt❡♥ ü❜❡r ❞❛s ❣❡♣✉♠♣t❡ ●❡❜✐❡t ✉♥❞ ❡✐♥❡r ❚❡♠♣❡r❛t✉r ✈♦♥
✽✵❑✱ ✇❡✐❧ s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❛✉s ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✷✳✻✮ ❡r❣❛❜✳ ❆✉s ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s✲
✉♥❞ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ❞❡s ▲❛s❡rs ❜❡r❡❝❤♥❡t✿
ηo−o =
PL
PP
✭✸✳✻✮
❉❡r ✈♦♥ ❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t ❛✉❢ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ ❚❡✐❧ ❞❡s ▲❛s❡r❧✐❝❤ts VHR
✇✉r❞❡ ❛✉s ❞❡r ❆✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣ s♦✇✐❡ ❛✉s ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✉♥❞ ❘❡✢❡❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧
❜③✇✳ ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t✿
VHR =
PL ·RHR
T · PP ✭✸✳✼✮
❉✐❡s❡r ❆♥t❡✐❧ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ✇❡✐t❡r❡♥ ❱❡r❧✉st❡ s✐♥❞ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ✐♥ Pr♦③❡♥t ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ PP
❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ✉♠ s✐❡ ❜❡ss❡r ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ③✉ ♠❛❝❤❡♥✳ ❉✐❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❜✐s ③✉r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧
❜❡st✐♠♠t❡♥ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ Pth ✇✐r❞ ✐♥ ❋♦r♠ ✈♦♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧✐❝❤t ✇✐❡❞❡r ❛❜❣❡❣❡❜❡♥ ✉♥❞ ❣❡❤t
❞❛❤❡r ❛✉❝❤ ✈❡r❧♦r❡♥✿
Vth =
Pth · ηP
PP
✭✸✳✽✮
■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ③✉r ▼❡ss✉♥❣ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✇❛r ❞✐❡ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣
♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ♠❡ss❜❛r✱ ❞❛r✉♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡t Pth ❤✐❡r ❞✐❡ ❡✐♥❣❡str❛❤❧t❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛♥
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳ ❉✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ✐♥ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t VQD ✇✉r❞❡♥ ❛✉s ❞❡r ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞
❞❡r ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t✿
VQD =
PL ·QD
(1−QD) · PP =
PL · (λL − λP )
λP · PP ✭✸✳✾✮
■♥ ❞❡r ❧❡t③t❡♥ ❩❡✐❧❡ ❞❡s ♠✐tt❧❡r❡♥ ❆❜s❝❤♥✐tts ✈♦♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ✐st ❞❡r ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❆♥t❡✐❧ ❞❡r
P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ❉❛ ❛❧❧❡ ❛♥❞❡r❡♥ ❱❡r❧✉st❡ ❜❡tr❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡♥✱ ❡♥t❤ä❧t ❞✐❡s❡r ♥♦❝❤
❞r❡✐ ✉♥❜❡❦❛♥♥t❡ ❆♥t❡✐❧❡✿ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❞✉r❝❤ P✉♠♣♦♣t✐❦❡♥ ✉♥❞ ❆✉s❦♦♣♣❡❧❢❡♥st❡r ✭✈❡r♠✉t❧✐❝❤
✶✲✷✪✮✱ ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ηO ✉♥❞ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ηQ✳
■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡rr❡s♦♥❛t♦r❡♥ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ■♥ ❞❡♥
❡rst❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙♣❛❧t❡♥ ✇✐r❞ ❞❡r ❣r✉♥❞♠♦❞✐❣❡ ✶✪ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✈♦r ✉♥❞ ♥❛❝❤ ❞❡r ❇❡❣r❡♥✲
③✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❆✉✛ä❧❧✐❣ ❜❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ✐st✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊✣③✐❡♥③ ✐♥
❜❡✐❞❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ✐❞❡♥t✐s❝❤ ✐st✱ ♦❜✇♦❤❧ ♠✐t ✶✷ P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ❞✐❡ ❛❜s♦r❜✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ t❤❡♦✲
r❡t✐s❝❤ ❞❡✉t❧✐❝❤ ❤ö❤❡r s❡✐♥ s♦❧❧t❡✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❧✐❡ß s✐❝❤ ❞✐❡ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣ ❛✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❇❡s❝❤rä♥❦✉♥❣❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ❱❛❦✉✉♠t♦♣❢ ♥✐❝❤t ❜❡st✐♠♠❡♥✳ ■♠ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ♠✐t ✶✷ P✉♠♣✲
❞✉r❝❤❣ä♥❣❡♥ ❧✐❡ß s✐❝❤ ❛❜❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❏✉st❛❣❡ ❞❡s P✉♠♣rü❝❦✇❡❣s ♣r❛❦t✐s❝❤ ❦❡✐♥❡♥
❊✐♥✢✉ss ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ ❤❛tt❡✳ ■♠ ●❡❣❡♥s❛t③ ❞❛③✉ st✐♠♠t❡ ❜❡✐ ♦❜✐❣❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡✐
❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r ✭❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷✮ ❞✐❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ s❡❤r ❣✉t ♠✐t ❞❡♠ ❣❡♠❡ss❡♥❡♥
❲❡rt ü❜❡r❡✐♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✇✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ♠✐t s✐♥❦❡♥❞❡r ❚❡♠✲
✼✾
❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶✿ ❇❡tr✐❡❜s♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡r r❡❛❧✐s✐❡rt❡♥ ▲❛s❡r✳
❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✶✪ ✶✪ ✺✪ ★✶ ✶✪ ✺✪
❙♣✐❡❣❡❧r❛❞✐✉s
ROC ❬♠♠❪
✹✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵ ✹✵✵ ✷✵✵ ✷✺✵
❘❡s♦♥❛t♦r❧ä♥❣❡ ❬♠♠❪ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✷✵✵ ✶✼✵ ✷✸✵
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❬✪❪ ✶✱✷✺ ✶✱✷✺ ✺✱✹✶ ✵✱✾✶ ✶✱✵✵ ✹✱✼✻
❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ β ✵✱✵✺ ✵✱✵✺ ✵✱✷✷ ✵✱✶✶ ✵✱✵✹ ✵✱✶✾
P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ PP ❬❲❪ ✷✷✱✹ ✷✶✱✸ ✷✶✱✸ ✷✶✱✸ ✷✶✱✸ ✷✶✱✸
P✉♠♣❞✉r❝❤❣ä♥❣❡ ✶✷ ✻ ✻ ✻ ✻ ✻
▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ Pth ❬❲❪ ✵✱✷✾ ✵✱✸✽ ✵✱✼✷ ✵✱✷✺ ✵✱✶✽ ✵✱✹✽
▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ PL ❬❲❪ ✶✻ ✶✺✱✷ ✶✷ ✶✸ ✶✺✱✽ ✶✷✱✸
❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❬♥♠❪ ✶✵✸✷ ✶✵✸✷ ✶✵✸✷ ✾✾✻ ✶✵✸✷ ✶✵✸✷
M2 ✶✱✹ ✶✱✸ ✶✱✶ ✶✱✷ ✷✱✹ ✸✱✵
❊✣③✐❡♥③ ηo−o ❬✪PP ❪ ✼✶✱✹ ✼✶✱✹ ✺✻✱✸ ✻✶✱✵ ✼✹✱✷ ✺✼✱✼
tr❛♥s♠✳ P✉♠♣❧❡✐st✲
✉♥❣ ✭1− ηP ✮ ❬✪PP ❪ ✵✱✼ ✽✱✻ ✷✽✱✵ ✶✷✱✺ ✽✱✵ ✷✸✱✶
VHR ❬✪PP ❪ ✷✱✸ ✷✱✸ ✵✱✹ ✷✱✼ ✸✱✵ ✵✱✺
Vth ❬✪PP ❪ ✶✱✸ ✶✱✻ ✷✱✹ ✶✱✵ ✵✱✽ ✶✱✼
VQD ❬✪PP ❪ ✸✱✽ ✸✱✼ ✸✱✵ ✶✱✵ ✸✱✾ ✸✱✵
✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞ ❬✪PP ❪ ✷✵✱✺ ✶✵✱✹ ✾✱✾ ✷✶✱✽ ✶✵✱✶ ✶✹✱✵
❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ Q˙
❣❡♠❡ss❡♥ ❬❲❪ ✸✱✽✻ ✸✱✵✾ ✸✱✻✻ ✸✱✸✸ ✷✱✷✼ ✸✱✸✸
❡r✇❛rt❡t ❬❲❪ ✶✱✸✺ ✶✱✷✽ ✵✱✼✷ ✵✱✼✽ ✶✱✹✻ ✵✱✼✺
♣❛r❛s✐tär ❬✪PP ❪ ✶✶✱✷ ✽✱✺ ✶✸✱✽ ✶✷✱✵ ✸✱✽ ✶✷✱✶
♣❡r❛t✉r st❛r❦ ❛♥st❡✐❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡s❡ s❡❤r ❤♦❤❡♥ ❲❡rt❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ▼❡ss♠❡t❤♦❞❡ ✭s✐❡❤❡ ❬✹✷❪✮
♥✉r s❝❤✇❡r ❡①❛❦t ③✉ ❜❡st✐♠♠❡♥ s✐♥❞✱ ✇är❡ ❡s ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ③✉r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥
❲❡rt❡ ❞❡r ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❢ür t✐❡❢❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♥✐❝❤t ❣❛♥③ ❦♦rr❡❦t s✐♥❞✳ ❆✉❢❣r✉♥❞
❞❡r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ❦❛♥♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉s❣❡❣❛♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤❡
❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ❜❡✐ ❦r②♦❣❡♥❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❤ö❤❡r ✐st ❛❧s ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ ③✉♠✐♥✲
❞❡st ❜❡✐ ❡✐♥❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ✈♦♥ β = 0✱05 ♦❞❡r ♥✐❡❞r✐❣❡r ♣r❛❦t✐s❝❤ ❞✐❡ ❣❡s❛♠t❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣
❛❜s♦r❜✐❡rt ✇✐r❞✳
❉❛ ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ❞✐❡ ❱❡r❧✉st❡ ❛♥ ❖♣t✐❦❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡r✲
s✉❝❤❡♥ ✐♠ ✇❡s❡♥t❧✐❝❤❡♥ ❦♦♥st❛♥t s❡✐♥ s♦❧❧t❡♥✱ ✇är❡ ❞❡r ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡
❱❡r❧✉st❛♥t❡✐❧ ❡✐♥ ▼❛ß ❢ür ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③✳ ❉❛ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ❞✐❡ tr❛♥s♠✐tt✐❡rt❡ P✉♠♣❧❡✐s✲
t✉♥❣ ♥✐❝❤t ❦♦rr❡❦t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇✉r❞❡✱ ❧ässt s✐❝❤ ❞✐❡s❡ ❛✉s ❞❡♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ❉❛t❡♥ ♥✐❝❤t ❦♦♥❦r❡t
❛❜❧❡s❡♥✳ ❉✐❡ ✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❧✐❡❣t ❢ür ❛❧❧❡ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲❘❡s♦♥❛t♦r❡♥ ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ✐♠
❇❡r❡✐❝❤ ✉♠ ✷✵✪✳ ❉❛✈♦♥ ❡♥t❢❛❧❧❡♥ ❡t✇❛ ✷✪ ❛✉❢ ❞✐❡ P✉♠♣♦♣t✐❦❡♥ ✉♥❞ ❞❛s ❆✉s❦♦♣♣❡❧❢❡♥st❡r
✉♥❞ ❞❡r ❘❡st ❛✉❢ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ✉♥❞ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✳
❉❡r ✒✈❡r❜❧❡✐❜❡♥❞❡✏ ❚❡✐❧ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s ★✶ ✐st ❛✉❝❤ ✉♥t❡r ❊✐♥❜❡✲
③✐❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❚❡✐❧❡♥ ❞❡r ✈❡r♠❡✐♥t❧✐❝❤ ♥✐❝❤t ❛❜s♦r❜✐❡rt❡♥ ▲❡✐st✉♥❣ ❞❡r ●rößt❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ▲❛s❡r♥✳ ❉❛s ❦ö♥♥t❡ ❞❛r❛♥ ❧✐❡❣❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ Ü❜❡r❧❛♣♣❡✣③✐❡♥③ ③✉sät③❧✐❝❤
③✉♠ tr❛♥s✈❡rs❛❧❡♥ Ü❜❡r❧❛♣♣ ♥♦❝❤ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❜❡❣r❡♥③t ✇✐r❞✿ ❉❛s ❆✉s❣❛♥❣ss♣❡❦tr✉♠ ❜❡✐
✽✵
✾✾✻♥♠ ❜❡st❡❤t ♥✉r ❛✉s ✹ ❙♣✐t③❡♥ ✉♥❞ ✐st s♦♠✐t ❞❡✉t❧✐❝❤ s❝❤♠❛❧❡r ❛❧s ❞❛s ▲❛s❡rs♣❡❦tr✉♠ ❜❡✐
✶✵✸✵♥♠✳ ❉❛s ❧✐❡❣t ❛♥ ❞❡r s❝❤♠❛❧❡r❡♥ ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❱❡rstär❦✉♥❣s❜❛♥❞❜r❡✐t❡✱ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❡✛❡❦✲
t✐✈❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ✉♥❞ ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧ ✜❧t❡r♥❞❡♥ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ✈❡r✉rs❛❝❤t ✇✐r❞✳
❊s ✐st ♠ö❣❧✐❝❤✱ ❞❛ss ♠✐t ❞✐❡s❡r ❣❡r✐♥❣❡r❡♥ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ▲♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧♠♦❞❡♥ ❞❛s ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt
✶✳✻✳✷ ❜❡s❝❤r✐❡❜❡♥❡ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧❡ ❱❡rstär❦✉♥❣s♣r♦✜❧ s❝❤❧❡❝❤t❡r ❛✉s❣❡♥✉t③t ✇✐r❞✳
❉✐❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❜❡st✐♠♠t❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✐♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✶ ✐st ❛✉s ❞❡♠ ✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r
▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣✲P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✲❑✉r✈❡ ❞✉r❝❤ ❧✐♥❡❛r❡ ❘❡❣r❡ss✐♦♥ ❣❡✇♦♥♥❡♥ ✇♦r❞❡♥✳ ❙✐❡ ✐st ♥✉r
❡✐♥❡ ❣r♦❜❡ ❙❝❤ät③✉♥❣✱ ✇❡✐❧ s✐❡ ♠✐t s②st❡♠❛t✐s❝❤❡♥ ❋❡❤❧❡r♥ ❜❡❤❛❢t❡t ✐st✿
❼ ❉❛s P✉♠♣s♣❡❦tr✉♠ ❤❛t ❜❡✐ ❦❧❡✐♥❡♥ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❆♥t❡✐❧❡ ❛✉ß❡r❤❛❧❜ ❞❡r ✾✽✵♥♠✲❙♣✐t③❡✳
❼ ■♠ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✐st s♦✇♦❤❧ ❞✐❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❧s ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡✲
r❛t✉r ❞❡s ❛❦t✐✈❡♥ ❇❡r❡✐❝❤s ❛♥❞❡rs ❛❧s ❜❡✐ ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧✲P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✳ ❇❡✐❞❡ ❋❛❦t♦r❡♥
❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✳
❼ ■♥ ❞✐❡ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡❤t ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♦✛❡♥❦✉♥❞✐❣ ♥✐❝❤t
❦♦rr❡❦t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✳
❉✐❡s❡ ❋❡❤❧❡r ❡r❤ö❤❡♥ ③✇❛r ❞✐❡ ▼❡ss✉♥❣❡♥❛✉✐❣❦❡✐t ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✱ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❛❜❡r ❛✉❢✲
❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ ❛❜s♦❧✉t❡♥ ❍ö❤❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ✭✵✱✽✲✷✱✹✪ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✮ ❦❛✉♠ ❞✐❡
✇❡✐t❡r❡♥ ❇❡tr❛❝❤t✉♥❣❡♥✳
■♠ ✉♥t❡r❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡r ❚❛❜❡❧❧❡ ✐st ❞✐❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ❛✉❢❣❡tr❛❣❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡ ü❜❡r ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤❣❡✇✐❝❤tst❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ❲är♠❡s❡♥❦❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇✉r❞❡✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st ❞✐❡
❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✱ ✇❡❧❝❤❡ s✐❝❤ ❛✉s ❞❡♥ ❱❡r❧✉st❡♥ ❛♥ ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥rü❝❦s❡✐t❡ ✉♥❞
❞❡♥ ❱❡r❧✉st❡♥ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞❡r ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣ ③✉s❛♠♠❡♥s❡t③t✳ ❉✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣
❞✉r❝❤ ❞❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③str❛❤❧✉♥❣ ✇✉r❞❡ ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ❲✐❡ ✐♥ ❬✹✶❪ ❞❛r✲
❣❡st❡❧❧t ✇✐r❞✱ ❜❡trä❣t ❞✐❡ ♠✐tt❧❡r❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡✐ ✶✵✵❑ ❡t✇❛
✶✵✶✵♥♠❀ ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③q✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✐st ❛❧s♦ ✸✪✳ ❇❡③♦❣❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ③✉r
▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡ ❜❡✐trä❣t ✉♥❞ ❥❡♥❡ P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡s Ü❜❡r❧❛♣♣s ♥✐❝❤t ③✉♠ ▲❛✲
s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐trä❣t✱ s✐♥❞ ❞❛s ❞❡✉t❧✐❝❤ ✉♥t❡r ✶✪ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣✱ ❞✐❡ ❞❛❞✉r❝❤ ✐♥ ❲är♠❡
✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧t ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✐st ❞✐❡ ❉✐✛❡r❡♥③ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ✉♥❞ ❞❡r ❡r✇❛r✲
t❡t❡♥ ❲är♠❡ ✉♥❞ ✐st ③✉r ❱❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r❦❡✐t ❛✉❝❤ ✐♥ Pr♦③❡♥t ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✳ ❙✐❡
❡♥t❤ä❧t ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✳ ❉✐❡ ❡r✇❛rt❡t❡ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣
✇✉r❞❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❛✉s ❞❡r ▲❛s❡r❛✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣✱ ❞❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✉♥❞ ❞❡r ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥
❞❡r ❍❘✲❙❝❤✐❝❤t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✉♥❞ s✐♥❞ s♦♠✐t ✈ö❧❧✐❣ ✉♥❛❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❛❜s♦r♣t✐♦♥ ✉♥❞
❞❡r ▲❛s❡rs❝❤✇❡❧❧❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♠✐t ❣r♦ß❡♥ ❯♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❜❡❤❛❢t❡t s✐♥❞✳ ❆✉s ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ✇✐r❞
❞❡✉t❧✐❝❤✱ ❞❛ss ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ηQ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❜❡✐ ♦♣t✐♠❛❧❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❣röß❡r
❛❧s ✵✱✾✻✷ ✐st✱ ✇❡✐❧ ❞❡r ✶✪ ROC = 200♠♠ ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❡✐♥❡♥ ▲❛s❡r ❡r♠ö❣❧✐❝❤t ❤❛t✱ ❞❡r
♣r❛❦t✐s❝❤ ❞❛s ❦♦♠♣❧❡tt❡ P✉♠♣❧✐❝❤t ❛❜s♦r❜✐❡rt ✭s✐❡❤❡ ♦❜❡♥✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❊r✇är♠✉♥❣
✈♦♥ ♥✉r ✸✱✽✪ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐st✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✐st s✐❝❤t❜❛r✱ ❞❛ss ❡s ❥❡ ♥❛❝❤ ❇❡tr✐❡❜s✲
❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐t❡r❡♥ Pr♦③❡ss ❣✐❜t✱ ✇❡❧❝❤❡r ❞✐❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ✈❡rr✐♥❣❡rt✳ ❲✐❡ ❛✉❝❤
s❝❤♦♥ ❜❡✐ ❞❡r ▼❡ss✉♥❣ ❜❡✐ ❩✐♠♠❡rt❡♠♣❡r❛t✉r s❝❤❡✐♥t ❞✐❡s❡r Pr♦③❡ss ♠✐t ❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥
✽✶
✈❡r❜✉♥❞❡♥ ③✉ s❡✐♥✿ ❏❡ ❤ö❤❡r ❞✐❡s❡ ✐st✱ ❞❡st♦ stär❦❡r ✐st ❛✉❝❤ ❞✐❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❊r✇är♠✉♥❣✳ ❲✐❡
✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ s❝❤♦♥ ❛♥❣❡❞❡✉t❡t✱ ❦ä♠❡♥ s♦✇♦❤❧ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ❛❧s ❛✉❝❤ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ❛❧s
❯rs❛❝❤❡ ❤✐❡r❢ür ✐♥ ❋r❛❣❡✳
✸✳✺ ❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥
❯♠ ❞✐❡ ◗✉❡❧❧❡ ❢ür ❞✐❡s❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❣❡♥❛✉❡r ❡✐♥③✉♦r❞♥❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡
❙♣❡❦tr❡♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❛✉❢❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❩✉♥ä❝❤st ✇✉r❞❡♥ ❞✉r❝❤ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛s ❍❡rr♠❛♥♥
❛♠ ❖tt♦✲❙❝❤♦tt✲■♥st✐t✉t ❢ür ●❧❛s❝❤❡♠✐❡ ✐♥ ❏❡♥❛ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s✲ ✉♥❞ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr❡♥ ❛✉❢✲
❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡♥ ❜❡❦❛♥♥t❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ❨❜3+ ✉♥❞ ❨❜2+✲❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ✇✉r✲
❞❡♥ ❞❛❜❡✐ ③✇❡✐ ❆❜s♦r♣t✐♦♥s❧✐♥✐❡♥ ✉♠ ✸✺✵♥♠ ❣❡❢✉♥❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❜❡✐ ♦♣t✐s❝❤❡r ❆♥r❡❣✉♥❣ ❛✉❝❤
✢✉♦r❡s③✐❡r❡♥✳ ❉✐❡s❡ ▲✐♥✐❡♥ ❦♦♥♥t❡♥ ❦❡✐♥❡♠ ❨❜✲■♦♥ ③✉❣❡♦r❞♥❡t ✇❡r❞❡♥✳
❉❡s ❲❡✐t❡r❡♥ ✇✉r❞❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr❡♥ ♠✐t ✾✽✵♥♠ ❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛✉❢❣❡♥♦♠✲
♠❡♥✳ ❉❡r ❉❡t❡❦t✐♦♥s❜❡r❡✐❝❤ ✉♥s❡r❡s ❆✉❢❜❛✉s ✇❛r ❛❜❡r t❡❝❤♥✐s❝❤ ❜❡❞✐♥❣t ❛✉❢ ✹✵✵✲✶✼✵✵♥♠
❜❡❣r❡♥③t✱ s♦ ❞❛ss ❞✐❡ ✈♦♥ ❉r✳ ❍❡rr♠❛♥♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❙♣❡❦tr❛❧❧✐♥✐❡♥ ❤✐❡r ♥✐❝❤t ❡♥t❤❛❧t❡♥ s✐♥❞✳
❉✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr❡♥ s✐♥❞ ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶ ❞❛r❣❡st❡❧❧t✳ ❉❡r ❚❡✐❧ ❞❡s ❙♣❡❦tr✉♠s ③✇✐s❝❤❡♥
✾✵✵ ✉♥❞ ✶✶✵✵♥♠ ✐st ❞❛s ❜❡❦❛♥♥t❡ ❨❜✿❈❛❋2✲❙♣❡❦tr✉♠✳ ❙❡✐♥❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❙♣✐t③❡♥✐♥t❡♥s✐tät ❧✐❡❣t
❡t✇❛ ✶✵✵✵✲❢❛❝❤ ü❜❡r ❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡♥ ❙♣❡❦tr❛❧❧✐♥✐❡♥✳ ❉✐❡ ❉❡❦t❡❦t✐♦♥ss❝❤✇❡❧❧❡ ❜③✇✳
❞❛s ❘❛✉s❝❤♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❙♣❡❦tr♦♠❡t❡rs ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶ ❧❛❣ ❡t✇❛ ❜❡✐ 10−5 ❛✉❢ ❞❡r y✲❆❝❤s❡✳
❉✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ✶✻✵✵✲✶✼✵✵♥♠ ❞❡✉t❡t ❛✉❢ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ♠✐t ❚♠3+ ❤✐♥✱ ✇✐❡ ❬✹❪
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✶✿ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr✉♠ ❞❡r ❑♦rt❤ ❨❜✿❈❛❋2✲Pr♦❜❡ ✐♥ ❤❛❧❜❧♦❣❛r✐t❤♠✐s❝❤❡r
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✉♥❞ ❬✺✾❪ ③❡✐❣❡♥✳ ❉♦rt ✇✉r❞❡♥ ❚♠3+✲❙♣❡❦tr❡♥ ❢ür ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ❣❡♠❡ss❡♥
✉♥❞ ❥❡✇❡✐❧s ❊♠✐ss✐♦♥ ✐♠ ❇❡r❡✐❝❤ ❛❜ ✶✻✵✵♥♠ ❣❡❢✉♥❞❡♥✳ ■♥ ❚r❛❡❣❡r ✭❬✼✾❪ ❙❡✐t❡ ✻✷✾✮ ✇❡r❞❡♥
✸✹✽♥♠✱ ✻✹✾♥♠ ✉♥❞ ✼✾✾♥♠ ❛❧s ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✈♦♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❚♠3+✴❨❜3+
❞♦t✐❡rt❡♥ ❑r✐st❛❧❧❡♥ ✭❇❛❨2❋8 ✉♥❞ ❨❋▲✮ ❛✉❢❣❡❢ü❤rt✳ ■♥ ❬✺✽❪ ✇❡r❞❡♥ ❛❧❧❡ ❤✐❡r ❜❡♦❜❛❝❤t❡t❡♥
▲✐♥✐❡♥ ❛❧s ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧✐♥✐❡♥ ✐♥ ❚♠✿❩❇▲❆◆✲❋❛s❡r♥ ❣❡♥❛♥♥t✳ ❋ür ❚♠3+✿❈❛❋2
s✐♥❞ ❦❡✐♥❡ ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ❜❡❦❛♥♥t✱ ❛❜❡r ❡s ✐st ❛♥③✉♥❡❤♠❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❙♣❡❦tr❡♥ ❞❡♥❡♥
✐♥ ❛♥❞❡r❡♥ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ä❤♥❧✐❝❤ s✐♥❞✳ ❉❛s ❤✐❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✐st ❛❧s♦ s❡❤r
✇❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ♠✐t ❚❤✉❧✐✉♠ ✈❡r✉♥r❡✐♥✐❣t✳ ❯♠ ③✉ ü❜❡r♣rü❢❡♥✱ ♦❜ ❞✐❡s❡ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❢ür ❡✐✲
♥❡ ❲är♠❡❡r③❡✉❣✉♥❣ ✈❡r❛♥t✇♦rt❧✐❝❤ s❡✐♥ ❦ö♥♥t❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡
❛❜❤ä♥❣t✱ ✇✉r❞❡ ❞❛s ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr✉♠♠❡❤r♠❛❧s ❜❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥ ❛✉❢✲
❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✐♥t❡♥s✐tät❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❛❜❤ä♥❣❡♥✱
s✐♥❞ ③✇❛r ❢ür ❚❤✉❧✐✉♠ s❝❤♦♥ ❛✉s ❞❡r ▲✐t❡r❛t✉r ❜❡❦❛♥♥t ❬✺✺✱ ✺✽❪✱ ❛❜❡r s♦❧❝❤❡ ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲
Pr♦③❡ss❡ ❤ä♥❣❡♥ st❛r❦ ✈♦♥ ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜✳ ❉❛❤❡r s♦❧❧t❡ ü❜❡r♣rü❢t ✇❡r❞❡♥✱ ♦❜
❢ür ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ü❜❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ✭❚♠3+ ❤❛t ❦❡✐♥❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❜❡✐ ✾✽✵♥♠✮ ❛✉❝❤ ❡✐♥❡ s♦❧❝❤❡
◆✐❝❤t❧✐♥❡❛r✐tät ✈♦r❧✐❡❣t✳
■♥ ❚❛❜❡❧❧❡ ✸✳✷ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙♣✐t③❡♥✐♥t❡♥s✐tät❡♥ ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧✐♥✐❡♥ ❥❡✇❡✐❧s r❡❧❛t✐✈ ③✉r
❙tär❦❡ ❞❡r ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✐♥t❡♥s✐tät ❜❡✐ ✶✵✼✵♥♠ ♠✐t❡✐♥❛♥❞❡r ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉✐❡s❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✐st
❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✇♦r❞❡♥✱ ✇❡✐❧ ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❞✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❞♦rt ❛✉sr❡✐❝❤❡♥❞ st❛r❦ ✐st✱ ✉♠ ❡✐♥ ③✉✈❡r✲
❧äss✐❣❡s ▼❛ß ❢ür ❞✐❡ ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ③✉ s❡✐♥ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇❡❞❡r ❚❤✉❧✐✉♠ ♥♦❝❤
❨tt❡r❜✐✉♠ ❛✉❢ ❞✐❡s❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❛❜s♦r❜✐❡r❡♥✳ ❉❛ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣ ❞❡r ❚♠✲■♦♥❡♥ ü❜❡r ❞✐❡
❨❜✲■♦♥❡♥ ❡r❢♦❧❣t✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❚♠✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ❤✐❡r ♣r❛❦t✐s❝❤ ❛✉❢ ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ❜❡③♦❣❡♥✳
❉❛♠✐t ✇✐r❞ ❞❛s Pr♦❜❧❡♠ ✉♠❣❛♥❣❡♥✱ ❞❛ss ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ✐♥ ❞❡r Pr♦❜❡ st❡✐❣❡♥❞❡♥ ■♥✈❡rs✐♦♥
❞✐❡ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥ st❛r❦ ❛❜s♦r❜✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❊♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡r ▲✐♥✐❡♥✲■♥t❡♥s✐tät ❜❡✐ ✹✼✺♥♠ ✉♥❞ ✻✹✻♥♠ ③❡✐❣t ❦❧❛r ❡✐♥❡♥ s✉♣❡r❧✐♥❡❛r❡♥
❆♥st✐❡❣ ❞❡r ❚♠✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③✐♥t❡♥s✐tät ♠✐t ❞❡r ❨❜✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③✳ ❋ür ❞✐❡ ✼✾✼♥♠✲▲✐♥✐❡ s❝❤❡✐♥t
❞❛s ❛✉❝❤ ❞❡r ❋❛❧❧ ③✉ s❡✐♥✳ ❉✐❡ ▼❡ss✉♥❣ ✇✐r❞ ❛❜❡r ❞❛✈♦♥ ❣❡stört✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡s❡♠
❇❡r❡✐❝❤ s❡❤r ❜r❡✐t ✐st ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐❤r❡ ❋♦r♠ ✈❡rä♥❞❡rt✳ ❉✐❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③
❜❡✐ ✶✺✵✷♥♠ s❝❤❡✐♥t ❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❨❜✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ③✉ s❦❛❧✐❡r❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ▲✐♥✐❡ ❜❡✐ ✶✻✶✹♥♠
st❡✐❣t s✉❜❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❨❜✲❋❧✉♦r❡s③❡♥③✳ ❉✐❡ ❦✉r③✇❡❧❧✐❣❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧✐♥✐❡♥ ✇❡r❞❡♥ ♠✐t ❞❡r
■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ stär❦❡r✱ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❲❛❤rs❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐t✱ ✐♥♥❡r❤❛❧❜ ❞❡r ▲❡❜❡♥s❞❛✉❡r ❞❡r
✽✸
❩✇✐s❝❤❡♥♥✐✈❡❛✉s ❣❡♥✉❣ ❆♥r❡❣✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ◆✐✈❡❛✉s ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✱ ♠✐t ❞❡r
■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ❛♥st❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❦✉r③✇❡❧❧✐❣❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③❧✐♥✐❡♥ ❜❡③✐❡❤❡♥ ✐❤r❡ ❊♥❡r❣✐❡
❛♥s❝❤❡✐♥❡♥❞ ❞✉r❝❤ ❧✐♥❡❛r❡ Pr♦③❡ss❡ ✈♦♠ ❨tt❡r❜✐✉♠✳ ❉✐❡ ❆❜♥❛❤♠❡ ❞❡r r❡❧❛t✐✈❡♥ ■♥t❡♥s✐tät ❞❡r
✶✻✶✹♥♠✲▲✐♥✐❡ ❧✐❡ß❡ s✐❝❤ ❞❛❞✉r❝❤ ❡r❦❧är❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡s❡ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③ ✈♦♥ ❡✐♥❡♠ ◆✐✈❡❛✉ st❛♠♠t✱
✈♦♥ ❞❡♠ ❛✉s ❞✐❡ ❤ö❤❡r❡♥ ◆✐✈❡❛✉s ❜❡✈ö❧❦❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❋ür ❤ö❤❡r❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡♥ ✇ür❞❡
❞❡ss❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③✐♥t❡♥s✐tät ❛❜♥❡❤♠❡♥✱ ✇❡✐❧ ❞❛s ◆✐✈❡❛✉ ❛✉❝❤ ❞✉r❝❤ ❞❡♥ P✉♠♣✈♦r❣❛♥❣ ❛✉❢
❤ö❤❡r❡ ◆✐✈❡❛✉s ❡♥t✈ö❧❦❡rt ✇✐r❞❀ ✉♥❞ ③✇❛r ❞❡st♦ stär❦❡r✱ ❥❡ stär❦❡r ❞✐❡ ❆♥r❡❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✐st✳
❉✐❡s❡ ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲Pr♦③❡ss❡ ❤ä♥❣❡♥ ✐♥ ✐❤r❡r ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ■♥t❡♥s✐tät ✈♦♥ ❞❡r P✉♠♣❞✐❝❤t❡
❛❜✳ ❋ür ❞❛s ❊rr❡✐❝❤❡♥ ❞❡r ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ s✐♥❞ ❛✉ß❡r❞❡♠ ✉♥t❡rs❝❤✐❡❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡
P❤♦♥♦♥✲■♥t❡r❛❦t✐♦♥❡♥ ♥♦t✇❡♥❞✐❣✳ ❉❛❤❡r ✐st ❡s ♣❧❛✉s✐❜❡❧✱ ❞❛ss ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❞✉r❝❤ ❞✐❡s❡ ❱❡r✉♥r❡✐✲
♥✐❣✉♥❣❡♥ ✈❡r✉rs❛❝❤t❡ ❲är♠❡ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ■♥✈❡rs✐♦♥ ❞❡r ❨❜✲■♦♥❡♥ ③✉s❛♠♠❡♥❤ä♥❣t✱
s♦ ✇✐❡ ❞❛s ✐♥ ❞❡♥ ✐♥ ❆❜s❝❤♥✐tt ✸✳✷ ✉♥❞ ✸✳✹✳✹ ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇✉r❞❡✳
❊✐♥❡ ❛♥❞❡r❡s Pr♦❜❧❡♠✱ ✇❡❧❝❤❡s ❞✐❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ■♥st❛❜✐❧✐tät ❞❡s ✾✾✷♥♠✲
▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜s ❡r❦❧är❡♥ ✇ür❞❡✱ ✇är❡ ❞✐❡ ❊①✐st❡♥③ ✈♦♥ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥✳ ❉❡r❡♥ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✇✐r❞
❞✉r❝❤ ❋❡❤❧❡r ✐♥ ❞❡r ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ❜❡❣ü♥st✐❣t✱ ❞❛ ❧♦❦❛❧❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♠ ❡❧❡❦tr✐s❝❤❡♥
❋❡❧❞ ❞❡s ❑r✐st❛❧❧s ❞❡♥ ▲❛❞✉♥❣strä❣❡r❡✐♥❢❛♥❣ ❡r❧❡✐❝❤t❡r♥✳ ❯♠ ❡✐♥❡♥ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡♥ ❊✐♥❞r✉❝❦ ✈♦♥
❞❡r ❑r✐st❛❧❧str✉❦t✉r ❞❡s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❨❜✿❈❛❋2 ③✉ ❜❡❦♦♠♠❡♥✱ ✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ✷✵♠♠✲❞✐❝❦❡ Pr♦❜❡
③✇✐s❝❤❡♥ ❣❡❦r❡✉③t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t♦r❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t✳ ❉✐❡ ❧♦❦❛❧❡♥ ❙♣❛♥♥✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❋❡❧❞✐♥❤♦♠♦❣❡✲
♥✐tät❡♥ ❛♥ ❋❡❤❧❡r♥ ✐♠ ❑r✐st❛❧❧ s♦r❣❡♥ ❢ür ❡✐♥❡ P♦❧❛r✐s❛t✐♦♥s❞r❡❤✉♥❣ ✉♥❞ ✇❡r❞❡♥ s♦ s✐❝❤t❜❛r✳
❉❡r ✐♥ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✷ ❞❛r❣❡st❡❧❧t❡ ❑r✐st❛❧❧ st❛♠♠t ❛✉s ❞❡r ❣❧❡✐❝❤❡♥ Pr♦❞✉❦t✐♦♥s❝❤❛r❣❡✱ ❞✐❡
❛✉❝❤ ❢ür ❞✐❡ ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡♥ ✈❡r✇❡♥❞❡t ✇✉r❞❡✳ ❊s ✐st s✐❝❤t❜❛r✱ ❞❛ss ❞❡r ❑r✐st❛❧❧ ❣r♦ß✢ä❝❤✐❣
■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ❛✉❢✇❡✐st✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ③✉♠✐♥❞❡st ❜❡✐ ✷✵♠♠ ❉✐❝❦❡ ♠✐t s❡❤r ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ▼✐tt❡❧♥
♥❛❝❤✇❡✐s❡♥ ❧❛ss❡♥✳ ◗✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❆✉ss❛❣❡♥ ü❜❡r ❞✐❡s❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✉♥❞ ✐❤r❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥✲
❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ s✐♥❞ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ♥✐❝❤t ♦❤♥❡ ✇❡✐t❡r❡s ③✉ tr❡✛❡♥✳ ❆♥ ❞✐❡s❡♥ ❙tr✉❦t✉r❡♥
❦ö♥♥t❡♥ s✐❝❤ ✉♥t❡r ❞❡r P✉♠♣str❛❤❧✉♥❣ ✈❡r♠❡❤rt ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛♥♥ ❜❡✐ ♥✐❡❞✲
r✐❣❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ st❛❜✐❧ ❣❡♥✉❣ ✇är❡♥✱ ✉♠ ❞❡♥ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❧ä♥❣❡r❢r✐st✐❣ ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❞❡r ❤✐❡r ❞✐s❦✉t✐❡rt❡♥ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ③✉ ✉♥✲
t❡rs✉❝❤❡♥✱ ✇är❡ ❡✐♥ ❡✐❣❡♥❡r ▼❡ss❛✉❢❜❛✉ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♥öt✐❣✱ ❞❡r ü❜❡r ❞✐❡ ❩✐❡❧❡
✉♥❞ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ❤✐♥❛✉s❣❡❤t✳
✽✹

✹ ❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣ ✉♥❞ ❆✉s❜❧✐❝❦
❩✐❡❧ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇❛r ❡s✱ ❡✐♥❡♥ ❤♦❝❤❡✣③✐❡♥t❡♥✱ ❞✐♦❞❡♥❣❡♣✉♠♣t❡♥ ▲❛s❡r ③✉ ✉♥t❡rs✉❝❤❡♥✱
❞❡r ❡✐♥❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❇❡❧❛st✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❛✉❢✇❡✐st✳ ❇❡s♦♥❞❡r❡ ❇❡❛❝❤t✉♥❣
❣❛❧t ❞❛❜❡✐ ❞❡r ▼✐♥✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ✉♥❞ ❞❡ss❡♥ ❆✉s✇✐r❦✉♥❣❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜
❞❡s ▲❛s❡rs✳ ❉✐❡ ❱❡r❧✉st✲ ✉♥❞ ❊r✇är♠✉♥❣s♠❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ s♦❧❧t❡♥ ❡r❢♦rs❝❤t ✉♥❞ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳
❆✉s ❞✐❡s❡♠ ❆♥s❛t③ ❤❡r❛✉s ✇✉r❞❡♥ s②st❡♠❛t✐s❝❤ ❋♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❛♥ ♠ö❣❧✐❝❤❡ ▲❛s❡r✐♦♥❡♥ ✉♥❞
❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧❡♥ ❡r❛r❜❡✐t❡t✿
❼ ❦❧❡✐♥❡r ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✱
❼ ❤♦❤❡ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③✱
❼ ❤♦❤❡ ❲är♠❡❧❡✐t✉♥❣✱
❼ ❣❡r✐♥❣❡ ❲är♠❡❛✉s❞❡❤♥✉♥❣✱
❼ ❣❡r✐♥❣❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❛❜❤ä♥❣✐❣❦❡✐t ❞❡s ❇r❡❝❤✉♥❣s✐♥❞❡① ✉♥❞
❼ ❦♦♠♠❡r③✐❡❧❧ ❜③✇✳ ✐♥ ❤♦❤❡r ❘❡✐♥❤❡✐t✴◗✉❛❧✐tät ✈❡r❢ü❣❜❛r✳
❆♥❤❛♥❞ ❞❡r ❡r❛r❜❡✐t❡t❡♥ ❑r✐t❡r✐❡♥ ✇✉r❞❡♥ ♠❡❤r❡r❡ ▲❛s❡r✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❲✐rts♠❛t❡r✐❛❧✐❡♥ ✈❡r❣❧✐✲
❝❤❡♥ ✉♥❞ ❨❜✿❈❛❋2 ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ❣❡r✐♥❣❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡♥✇✐r❦✉♥❣✱ ❞❡s ❣❡r✐♥❣❡♥ ♠ö❣❧✐✲
❝❤❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ✉♥❞ ❞❡r ❤♦❤❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❡✣③✐❡♥③ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t✳ ❆✉s ❞❡r ❘❡s♦♥❛t♦rt❤❡♦r✐❡
s♦✇✐❡ ❞❡♥ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ✉♥❞ t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❊✐❣❡♥s❝❤❛❢t❡♥ ✈♦♥ ❨❜✿❈❛❋2 ✇✉r❞❡♥ ❉❡s✐❣♥❛♥❢♦r❞❡✲
r✉♥❣❡♥ ❢ür ❞❡♥ ▲❛s❡r ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✿
❼ ❦r②♦❣❡♥❡ ❑ü❤❧✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♠ö❣❧✐❝❤✱
❼ P✉♠♣✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✾✽✵♥♠✱ ▲❛s❡r✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✾✾✵✲✶✵✸✺♥♠✱
❼ ❣❡r✐♥❣❡ ❘❡s♦♥❛t♦r✈❡r❧✉st❡ ✐♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉r ❆✉s❦♦♣♣❧✉♥❣✱
❼ ✈❛r✐❛❜❧❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧❣r❛❞ ✉♥❞
❼ ❤♦❤❡r P✉♠♣✲▼♦❞❡✲Ü❜❡r❧❛♣♣✳
❊s ③❡✐❣t❡ s✐❝❤✱ ❞❛ss ❡✐♥ ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r❞❡s✐❣♥ ❢ür ❞✐❡s❡ ❉❡s✐❣♥❛♥❢♦r❞❡r✉♥❣❡♥ ❜❡st❡♥s ❣❡❡✐❣♥❡t
✐st ✉♥❞ ③✉sät③❧✐❝❤ ❛✉❢❣r✉♥❞ ❞❡r ●❡♦♠❡tr✐❡ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❊✛❡❦t❡ ✈❡r♠❡✐❞❡t✳ ❊s
✇✉r❞❡ ❡✐♥❡ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥✲st❛❜✐❧✐s✐❡rt❡ ▲❛s❡r❞✐♦❞❡ ❛❧s P✉♠♣q✉❡❧❧❡ ❛✉s❣❡✇ä❤❧t ✉♥❞ ❞✐❡ ❢r❡✐❡♥
P❛r❛♠❡t❡r ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ✉♥❞ ❞❡r ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧ ❡rr❡❝❤♥❡t✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ❆✉s✲
❞r✉❝❦ ❢ür ❞✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ●röß❡ ❞❡s P✉♠♣✢❡❝❦r❛❞✐✉s ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ❛❜❣❡❧❡✐t❡t✳
✽✻
❊s ✇✉r❞❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ③✉♠ ❡r✇❛rt❡t❡♥ s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡s ▲❛s❡rs ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱
❞✐❡ ❛✉❢③❡✐❣❡♥✱ ✉♥t❡r ✇❡❧❝❤❡♥ ❇❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡✐♥ ❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ♠ö❣✲
❧✐❝❤ ✐st✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✇✉r❞❡♥ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥❡♥ ③✉r ♠✐❦r♦s❦♦♣✐s❝❤❡♥ ❊r✇är♠✉♥❣ ❞❡s
▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt✱ ❞✐❡ ❣❡③❡✐❣t ❤❛❜❡♥✱ ❞❛ss ❞❡r ❛♥❢❛♥❣s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ ❑❧❡❜st♦✛ ❛❧s
❑♦♥t❛❦t♠❛t❡r✐❛❧ ✉♥t❛✉❣❧✐❝❤ ✐st ✉♥❞ ❡rs❡t③t ✇❡r❞❡♥ ♠✉ss✳ ❉✐❡ t❤❡r♠✐s❝❤❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡r♠ö❣✲
❧✐❝❤t❡ ③✉sät③❧✐❝❤ ❞✐❡ ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ▲✐♥s❡ ✉♥❞ ❞❡r ❡✛❡❦t✐✈❡♥ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡ ❛✉s
❞❡r ❣❡♠❡ss❡♥❡♥ ❖❜❡r✢ä❝❤❡♥t❡♠♣❡r❛t✉r✳
▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r ❲❡r❦stätt❡♥ ❞❡s ■❖◗ ✇✉r❞❡ ❞❡r ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡ ❆✉❢❜❛✉ ③✉r ❖♣t✐❦❤❛❧t❡r✉♥❣
✉♥❞ ❑ü❤❧✉♥❣ ✉♥t❡r ❱❛❦✉✉♠❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❡♥t✇♦r❢❡♥✱ r❡❛❧✐s✐❡rt ✉♥❞ ❡r♣r♦❜t✳ ❩✉r ❑ü❤❧✉♥❣
✇✉r❞❡ ③✉♥ä❝❤st ❡✐♥ ❑ü❤❧✜♥❣❡r ❢ür ✢üss✐❣❡♥ ❙t✐❝❦st♦✛ ❡✐♥❣❡s❡t③t✱ ❞❡r ✐♠ ▲❛✉❢❡ ❞❡r ❆r❜❡✐t
❞✉r❝❤ ❡✐♥❡♥ ❘❡❢r✐❣❡r❛t♦r ❡rs❡t③t ✇✉r❞❡✳ ❉❡r ❯♠❣❛♥❣ ♠✐t ❞❡ss❡♥ ♠❡❝❤❛♥✐s❝❤❡♥ ❱✐❜r❛t✐♦♥❡♥
st❡❧❧t❡ ❡✐♥❡ t❡❝❤♥✐s❝❤❡ ❍❡r❛✉s❢♦r❞❡r✉♥❣ ❞❛r✳
❇❡✐ ▲❛❜♦r❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ♠✐t ❡✐♥❡r ❲är♠❡❜✐❧❞✲
❦❛♠❡r❛ ❣❡♠❡ss❡♥ ✇❡r❞❡♥✳ ▼✐t ❍✐❧❢❡ ❞❡r t❤❡r♠✐s❝❤❡♥ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✉r❞❡ ❛✉s ❞❡r❡♥ ❉❛t❡♥ ❞✐❡
❲är♠❡❡r③❡✉❣✉♥❣ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ r❡❦♦♥str✉✐❡rt ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❚❤❡♦r✐❡ ✈❡r❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ③❡✐❣✲
t❡ s✐❝❤ ❡✐♥❡ ✉♥❡r✇❛rt❡t❡ ❲är♠❡q✉❡❧❧❡✳ ❉✐❡ s♣❡❦tr❛❧❡ ❙tr✉❦t✉r ❞❡r ❡r③❡✉❣t❡♥ ▲❛s❡rstr❛❤❧✉♥❣
✇✉r❞❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t ✉♥❞ ❦♦♥♥t❡ ❞✉r❝❤ rä✉♠❧✐❝❤❡s ▲♦❝❤❜r❡♥♥❡♥✱ ❛❧s♦ ❞✐❡ rä✉♠❧✐❝❤ ❛❜❤ä♥❣✐❣❡
❙ätt✐❣✉♥❣ ❞❡r ❱❡rstär❦✉♥❣✱ ✉♥❞ ■♥t❡r❢❡r❡♥③❡✛❡❦t❡ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❡r❦❧ärt ✇❡r❞❡♥✳
❉❡r ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ✇✉r❞❡ ❛✉s❣✐❡❜✐❣ ✉♥t❡rs✉❝❤t✳ ❉❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ❞❡r
❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❦♦♥♥t❡ ✈♦❧❧stä♥❞✐❣ ❛✉s ❞❡♥ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt❡♥ ❘❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❡r❦❧ärt ✇❡r✲
❞❡♥✳ ❉❡r ❙tr❛❤❧♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✇✉r❞❡ ❥❡✇❡✐❧s ♠✐t ❡✐♥❡♠ s❡❧❜st❣❡❜❛✉t❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❣❡♠äß
■❙❖ ✶✶✶✹✻✲✶ ❬✸✸❪ ❜❡st✐♠♠t✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ✈♦♥ ✷✶✱✸❲ ❦♦♥♥t❡ s❝❤♦♥ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡✲
❜❡tr✐❡❜ ✭M2 = 1✱3✮ ❡✐♥❡ ❤♦❤❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤ ❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥ ✼✶✱✹✪ ❢ür ✶✵✸✷♥♠ ❆✉s❣❛♥❣s✲
✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❜③✇✳ ❡✐♥❡♥ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥ ✺✪ ❡rr❡✐❝❤t ✇❡r❞❡♥✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✈♦♥
✶✱✻✪ ✉♥❞ ❞❛♠✐t ❡✐♥❡r ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ✈♦♥ ✾✾✻♥♠ ✇✉r❞❡ ✐♠ ●r✉♥❞♠♦❞❡❜❡tr✐❡❜ ❡✐♥❡ ❊✣③✐❡♥③
✈♦♥ ✻✶✪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s❡r ❲❡rt st❡❧❧t ❡✐♥❡ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡ ❙t❡✐❣❡r✉♥❣ ❣❡❣❡♥ü❜❡r ❜✐s❤❡r ✈❡rö✛❡♥t✲
❧✐❝❤t❡♥ ❲❡rt❡♥ ❬✻✻✱ ✼✻❪ ❞❛r✳ ❆✉s ❞❡♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ❞❡r ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡s❡r ❱❡rö✛❡♥t❧✐❝❤✉♥❣❡♥ ♠✐t
❞❡♥ ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ③❡✐❣t s✐❝❤ ❛✉❝❤✱ ❞❛ss ❞❡r ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❞✐❡ ❣❡❡✐❣♥❡tst❡
❇❛✉❢♦r♠ ❢ür ▲❛s❡r♠❡❞✐❡♥ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ✐st✳
❊✣③✐❡♥t❡r ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ✇✉r❞❡ ❡rr❡✐❝❤t✱ ❞✐❡ ❊♠✐ss✐♦♥s✇❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡ ❡r✇✐❡s s✐❝❤
❛❜❡r ③✉♠✐♥❞❡st ❜❡✐ ✈♦❧❧❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛❧s ✐♥st❛❜✐❧✳ ❆❧s ●r✉♥❞ ❞❛❢ür ❦♦♠♠t ❞✐❡ ❇✐❧❞✉♥❣
✈♦♥ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ✈♦♥ ❘❡st❣❛s❡♥ ❛♥ ❞❡r ▲❛s❡rs❝❤❡✐❜❡ ✐♥ ❋r❛❣❡✳
■♠ ♠♦❞❡r❛t❡♥ ♠✉❧t✐♠♦❞❡✲❇❡tr✐❡❜ ✇✉r❞❡ ❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠ ❡✐♥❡ ♦♣t✐s❝❤✲③✉✲♦♣t✐s❝❤✲❊✣③✐❡♥③ ✈♦♥
✼✽✪ ❡rr❡✐❝❤t✳ ❉✐❡s ✐st ❡✐♥ ❘❡❦♦r❞✇❡rt ❢ür ❨❜✲❞♦t✐❡rt❡ ❋❡st❦ör♣❡r❧❛s❡r✳ ❉❡r ♥öt✐❣❡ ❙tr❛❤❧♣r♦✲
♣❛❣❛t✐♦♥s❢❛❦t♦r ✈♦♥ M2 = 2✱4 ✐st ❞❡✉t❧✐❝❤ ❜❡ss❡r ❛❧s ❢ür ❙❝❤❡✐❜❡♥❧❛s❡r ❞✐❡s❡r ❊✣③✐❡♥③ ü❜❧✐❝❤
❬✽✸✱ ✻✶❪✳ ■♥ ❞✐❡s❡♠ ❇❡tr✐❡❜s♠♦❞✉s ❦♦♥♥t❡ ❡✐♥❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ✈♦♥ B = 2, 6 · 108 ❲
❝♠2·sr
❡rr❡✐❝❤t
✇❡r❞❡♥✳ ❉❛♠✐t ✇✉r❞❡ ❞✐❡ ❜❡r❡✐ts s❡❤r ❤♦❤❡ ❙tr❛❤❧❞✐❝❤t❡ ❞❡r P✉♠♣❞✐♦❞❡ ✉♠ ♠❡❤r ❛❧s ❞❡♥
❋❛❦t♦r ✶✵✵ ❣❡st❡✐❣❡rt✳
❉✐❡ ✐♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❡r③❡✉❣t❡ ❲är♠❡ ✇✉r❞❡ ❣❡♠❡ss❡♥ ✉♥❞ ♠✐t ❞❡r ❡r✇❛rt❡t❡♥ ❲är♠❡ ✈❡r✲
❣❧✐❝❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❡✐♥ ♣❛r❛s✐tär❡r ❊r✇är♠✉♥❣s♣r♦③❡ss ❡①✐st✐❡rt✱ ✇❡❧❝❤❡r
✽✼
♠✐t st❡✐❣❡♥❞❡r ❙❝❤✇❡❧❧✐♥✈❡rs✐♦♥ ③✉♥✐♠♠t✳ ❆✉❢❣r✉♥❞ ❞✐❡s❡s Pr♦③❡ss❡s ❦♦♥♥t❡ ❞✐❡ ❊r✇är♠✉♥❣
❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♥✐❝❤t ❞✉r❝❤ ❞✐❡ ❱❡rr✐♥❣❡r✉♥❣ ❞❡s ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦ts ❣❡s❡♥❦t ✇❡r❞❡♥✳ ❉❡♥✲
♥♦❝❤ ❦♦♥♥t❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t ✇❡r❞❡♥✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❡r③❡✉❣t❡ ❲är♠❡ s❡❤r ❣❡r✐♥❣ ✇❛r✿ ■♠ ❤♦❝❤❡✣③✐❡♥t❡♥
❇❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✶✵✸✷♥♠ ✇✉r❞❡ ❞❛s ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ✉♠ ✇❡♥✐❣❡r ❛❧s ✶✺✪ ❞❡r ▲❛s❡r❛✉s❣❛♥❣s❧❡✐st✉♥❣
❡r✇är♠t✳
❉✐❡ ❱❡rt❡✐❧✉♥❣ ❞❡r P✉♠♣❧❡✐st✉♥❣ ❛✉❢ ❞✐❡ ▲❛s❡r❧❡✐st✉♥❣ ✉♥❞ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❡r❧✉st♣r♦③❡ss❡
✇✉r❞❡ ❛♥❛❧②s✐❡rt ✉♥❞ ❞✐s❦✉t✐❡rt✳ ❉❛❜❡✐ ✇✉r❞❡ ❢❡st❣❡st❡❧❧t✱ ❞❛ss ❞✐❡ ❆❜s♦r♣t✐♦♥ ❞❡r P✉♠♣str❛❤✲
❧✉♥❣ ❜❡✐ t✐❡❢❡♥ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡♥ ♥✐❝❤t ♣rä③✐s❡ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦♦♥♥t❡✱ ✇❛s ✈❡r♠✉t❧✐❝❤ ❛♥ ❞❡♥
▼❡ss✉♥s✐❝❤❡r❤❡✐t❡♥ ❞❡r ✈❡r✇❡♥❞❡t❡♥ ❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ❧✐❡❣t✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ st❡❧❧t ❞✐❡ ♣❛r❛✲
s✐tär❡ ❊r✇är♠✉♥❣ ❡✐♥❡♥ ❡r❤❡❜❧✐❝❤❡♥ ❱❡r❧✉st♣r♦③❡ss ❞❛r✿ ❩✉♠ ❡✐♥❡♥ ✇❡✐❧ ③✉r ❊r✇är♠✉♥❣ ❡✐♥
❚❡✐❧ ❞❡r P✉♠♣❡♥❡r❣✐❡ ♥öt✐❣ ✐st✱ ✉♥❞ ③✉♠ ❛♥❞❡r❡♥ ✇❡✐❧ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡r❤ö❤✉♥❣ ❞✐❡
❲✐r❦✉♥❣sq✉❡rs❝❤♥✐tt❡ ♥❡❣❛t✐✈ ❜❡❡✐♥✢✉sst✳ ❉❛❤❡r ✇✐r❞ ❞❡r ❱❡r♠❡✐❞✉♥❣ ❞✐❡s❡r ❊r✇är♠✉♥❣ ❞❛s
❣rößt❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ❜❡✐❣❡♠❡ss❡♥✱ ❞✐❡ ▲❛s❡r❡✣③✐❡♥③ ❛✉❢ ❛❧❧❡♥ ❲❡❧❧❡♥❧ä♥❣❡♥ ✇❡✐t❡r ③✉ st❡✐❣❡r♥✳
❯♠ ❞✐❡ ❯rs❛❝❤❡♥ ❞❡r ♣❛r❛s✐tär❡♥ ❊r✇är♠✉♥❣ ❛✉❢③✉❦❧är❡♥✱ ✇✉r❞❡♥ ❋❧✉♦r❡s③❡♥③s♣❡❦tr❡♥
❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❛♥❣❡❢❡rt✐❣t✳ ❉✐❡s❡ ③❡✐❣t❡♥ ❡✐♥❡ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ♠✐t
❚♠3+✲■♦♥❡♥✳ ❉❛ s✐❝❤ ❞✐❡ ✉♣❝♦♥✈❡rs✐♦♥✲Pr♦③❡ss❡ ✐♥ ❞✐❡s❡♥ ■♦♥❡♥ ♥✐❝❤t❧✐♥❡❛r ♠✐t ❞❡r ❆♥r❡✲
❣✉♥❣s❞✐❝❤t❡ ✈❡r❤❛❧t❡♥✱ ✐st ✈♦rst❡❧❧❜❛r✱ ❞❛ss s✐❡ ❢ür ❞✐❡ ♣❛r❛s✐tär❡ ❲är♠❡❡♥t✇✐❝❦❧✉♥❣ ✈❡r❛♥t✲
✇♦rt❧✐❝❤ s✐♥❞✳
❉❛s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧ ✐st ❛✉ß❡r❞❡♠ ③✇✐s❝❤❡♥ ❣❡❦r❡✉③t❡♥ P♦❧❛r✐s❛t♦r❡♥ ❜❡♦❜❛❝❤t❡t ✇♦r❞❡♥✳ ❉❛✲
❜❡✐ ③❡✐❣❡♥ s✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ■♥❤♦♠♦❣❡♥✐tät❡♥ ✐♠ ▼❛t❡r✐❛❧✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❊♥tst❡❤✉♥❣ ✈♦♥ ❋❛r❜③❡♥tr❡♥
❜❡❣ü♥st✐❣❡♥ ❦ö♥♥t❡♥✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛✉❡♥ ▼❡❝❤❛♥✐s♠❡♥ ❞❡r ■♥st❛❜✐❧✐tät ❞❡s ✾✾✷♥♠✲❇❡tr✐❡❜s ❜❡❞ür✲
❢❡♥ ❛❧❧❡r❞✐♥❣s ✇❡✐t❡r❡r ❑❧är✉♥❣✳ ◆❡❜❡♥ ❞❡r ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣ ❞❡r ❋❛r❜③❡♥tr❡♥ ❦ö♥♥t❡ s✐❝❤ ❡✐♥❡
❱❡r❜❡ss❡r✉♥❣ ❞❡r ❱❛❦✉✉♠q✉❛❧✐tät ❧♦❤♥❡♥✱ ✉♠ ❑♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ❛♠ ▲❛s❡r♠❡❞✐✉♠ ❛✉s③✉s❝❤❧✐❡✲
ß❡♥✳ ❉✉r❝❤ ❡✐♥❡ ✇❡✐t❡r❡ ❖♣t✐♠✐❡r✉♥❣ ❞❡r s♣❡❦tr❛❧❡♥ ❈❤❛r❛❦t❡r✐st✐❦ ❞❡s ❆✉s❦♦♣♣❡❧s♣✐❡❣❡❧s
❧✐❡ß❡ s✐❝❤ s❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❞❡r st❛❜✐❧❡ ▲❛s❡r❜❡tr✐❡❜ ❜❡✐ ✾✾✷♥♠ ✉♥t❡rstüt③❡♥✳
■♥ ❞❡r ❤✐❡r ✈♦r❣❡st❡❧❧t❡♥ ❆r❜❡✐t✱ ✇✉r❞❡♥ ❞✐❡ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ✉♥❞ ●r❡♥③❡♥ ❞❡s ▲❛s❡r❜❡✲
tr✐❡❜s ❜❡✐ ♠✐♥✐♠❛❧❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧ ❛✉❢❣❡③❡✐❣t✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❡r♠ö❣❧✐❝❤❡♥
❞✐❡ ❑♦♥str✉❦t✐♦♥ ✈♦♥ ❡✣③✐❡♥t❡r❡♥ ▲❛s❡r♦s③✐❧❧❛t♦r❡♥ ✉♥❞ ✲✈❡rstär❦❡r♥ ♠✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡r t❤❡r✲
♠✐s❝❤❡r ❇❡❧❛st✉♥❣✳ ❆✉ß❡r❞❡♠ ✈❡r❞❡✉t❧✐❝❤❡♥ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❞✐❡ ❇❡❞❡✉t✉♥❣ s❡❧❜st ❦❧❡✐♥st❡r
❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥ ❞❡s ▲❛s❡r♠❛t❡r✐❛❧s ❢ür ❞❡♥ ❇❡tr✐❡❜ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡♠ ◗✉❛♥t❡♥❞❡❢❡❦t✳
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❬✷❪ ●✳ P✳ ❆❣r❛✇❛❧✳ ❈♦❤❡r❡♥t ❧✐❣❤t✇❛✈❡ s②st❡♠s✳ ❋✐❜❡r✲❖♣t✐❝ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❏♦❤♥
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❬✹❪ ●✳ ❆r♠❛❣❛♥✱ ❆✳ ▼✳ ❇✉♦♥❝r✐st✐❛♥✐✱ ❛♥❞ ❇✳ ❉✐ ❇❛rt♦❧♦✳ ❊①❝✐t❡❞ st❛t❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤✉❧✐✉♠
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♦❢ ❨❜✿ ❨❆●✱ ❨❜✿ ▲✉❆●✱ ❛♥❞ ❨❜✿ ❈❛❋2 ❜❡t✇❡❡♥ ✷✵➦ ❈ ❛♥❞ ✷✵✵➦ ❈ ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦♥
t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ❧❛s❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❏❖❙❆ ❇ ✷✾✭✾✮ ✷✹✾✸✲✷✺✵✷ ✭✷✵✶✷✮
❼ ❏✳ ❑ör♥❡r✱ ❏✳ ❍❡✐♥✱ ❍✳ ▲✐❡❜❡tr❛✉✱ ❘✳ ❙❡✐❢❡rt✱ ❉✳ ❑❧ö♣❢❡❧✱ ▼✳ ❑❛❤❧❡✱ ▼✳ ▲♦❡s❡r✱ ▼✳
❙✐❡❜♦❧❞✱ ❯✳ ❙❝❤r❛♠♠✱ ▼✳ ❈✳ ❑❛❧✉③❛✳ ❊✣❝✐❡♥t ❜✉rst ♠♦❞❡ ❛♠♣❧✐✜❡r ❢♦r ✉❧tr❛✲s❤♦rt
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❞✐s❦ ❧❛s❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝r②♦❣❡♥✐❝❛❧❧② ❝♦♦❧❡❞ ❨❜✿❈❛❋2✳ ❖♣t✐❝s ❛♥❞ ▲❛s❡r ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ✾✷ ✶✾✲
✷✸ ✭✷✵✶✼✮
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❊❤r❡♥✇ört❧✐❝❤❡ ❊r❦❧är✉♥❣
■❝❤ ❡r❦❧är❡ ❤✐❡r♠✐t ❡❤r❡♥✇ört❧✐❝❤✱ ❞❛ss ✐❝❤ ❞✐❡ ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡ ❆r❜❡✐t s❡❧❜ststä♥❞✐❣✱ ♦❤♥❡ ✉♥③✉❧äs✲
s✐❣❡ ❍✐❧❢❡ ❉r✐tt❡r ✉♥❞ ♦❤♥❡ ❇❡♥✉t③✉♥❣ ❛♥❞❡r❡r ❛❧s ❞❡r ❛♥❣❡❣❡❜❡♥❡♥ ❍✐❧❢s♠✐tt❡❧ ✉♥❞ ▲✐t❡r❛t✉r
❛♥❣❡❢❡rt✐❣t ❤❛❜❡✳ ❉✐❡ ❛✉s ❛♥❞❡r❡♥ ◗✉❡❧❧❡♥ ❞✐r❡❦t ♦❞❡r ✐♥❞✐r❡❦t ü❜❡r♥♦♠♠❡♥❡♥ ❉❛t❡♥ ✉♥❞
❑♦♥③❡♣t❡ s✐♥❞ ✉♥t❡r ❆♥❣❛❜❡ ❞❡r ◗✉❡❧❧❡♥ ❣❡❦❡♥♥③❡✐❝❤♥❡t✳
❇❡✐ ❞❡r ❆✉s✇❛❤❧ ✉♥❞ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ▼❛t❡r✐❛❧s ❤❛❜❡♥ ♠✐r ❞✐❡ ❦❡✐♥❡ P❡rs♦♥❡♥ ❣❡❤♦❧✲
❢❡♥✳ ❲❡✐t❡r❡ P❡rs♦♥❡♥ ✇❛r❡♥ ❛♥ ❞❡r ✐♥❤❛❧t❧✐❝❤✲♠❛t❡r✐❡❧❧❡♥ ❊rst❡❧❧✉♥❣ ❞❡r ✈♦r❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❆r❜❡✐t
♥✐❝❤t ❜❡t❡✐❧✐❣t✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❤❛❜❡ ✐❝❤ ❤✐❡r❢ür ♥✐❝❤t ❞✐❡ ❡♥t❣❡❧t❧✐❝❤❡ ❍✐❧❢❡ ✈♦♥ ❱❡r♠✐tt❧✉♥❣s✲
✉♥❞ ❇❡r❛t✉♥❣s❞✐❡♥st❡♥ ✭Pr♦♠♦t✐♦♥s❜❡r❛t❡r ♦❞❡r ❛♥❞❡r❡ P❡rs♦♥❡♥✮ ✐♥ ❆♥s♣r✉❝❤ ❣❡♥♦♠♠❡♥✳
◆✐❡♠❛♥❞ ❤❛t ✈♦♥ ♠✐r ✉♥♠✐tt❡❧❜❛r ♦❞❡r ♠✐tt❡❧❜❛r ❣❡❧❞✇❡rt❡ ▲❡✐st✉♥❣❡♥ ❢ür ❆r❜❡✐t❡♥ ❡r❤❛❧t❡♥✱
❞✐❡ ✐♠ ❩✉s❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐t ❞❡♠ ■♥❤❛❧t ❞❡r ✈♦r❣❡❧❡❣t❡♥ ❉✐ss❡rt❛t✐♦♥ st❡❤❡♥✳
❉✐❡ ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❜✐s❤❡r ✇❡❞❡r ✐♠ ■♥✲ ♥♦❝❤ ✐♠ ❆✉s❧❛♥❞ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡r ♦❞❡r ä❤♥❧✐❝❤❡r ❋♦r♠
❡✐♥❡r ❛♥❞❡r❡♥ Prü❢✉♥❣s❜❡❤ör❞❡ ✈♦r❣❡❧❡❣t✳
❉✐❡ ❣❡❧t❡♥❞❡ Pr♦♠♦t✐♦♥s♦r❞♥✉♥❣ ❞❡r P❤②s✐❦❛❧✐s❝❤✲❆str♦♥♦♠✐s❝❤❡♥ ❋❛❦✉❧tät ✐st ♠✐r ❜❡✲
❦❛♥♥t✳
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♥✐❝❤ts ✈❡rs❝❤✇✐❡❣❡♥ ❤❛❜❡✳
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■❝❤ ♠ö❝❤t❡ ♠✐❝❤ ❤❡r③❧✐❝❤ ❜❡✐ ❛❧❧❡♥ ▼✐t♠❡♥s❝❤❡♥ ❜❡❞❛♥❦❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛s ❊♥tst❡❤❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
♠ö❣❧✐❝❤ ❣❡♠❛❝❤t ❤❛❜❡♥✳ ■♥s❜❡s♦♥❞❡r❡ ❞❛♥❦❡ ✐❝❤✿
❼ Pr♦❢✳ ▼❛❧t❡ ❑❛❧✉③❛ ❢ür ❞✐❡ ❣❡✇✐ss❡♥❤❛❢t❡ ❇❡tr❡✉✉♥❣ ♠❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t ✉♥❞ ❢ür ❞✐❡ ❊r♠ö❣✲
❧✐❝❤✉♥❣ ❞✐❡s❡r ✐♥t❡r❡ss❛♥t❡♥ ❯♥t❡rs✉❝❤✉♥❣✱
❼ ❉r✳ ❏♦❛❝❤✐♠ ❍❡✐♥ ✉♥❞ ❉r✳ ❏ör❣ ❑ör♥❡r ❢ür ❞✐❡ ✈✐❡❧❡♥ ❤✐❧❢r❡✐❝❤❡♥ ■❞❡❡♥✱ ❛♥r❡❣❡♥❞❡♥
❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣✉t❡ ❩✉s❛♠♠❡♥❛r❜❡✐t✱
❼ ❚✐❧♠❛♥ ▲ü❤❞❡r✱ ❏ür❣❡♥ ❘❡✐t❡r✱ ▲✉✐s❡ ▲✉❦❛s✱ ❖❧✐✈❡r ❍❡✐♥s♦❤♥✱ ❏♦❛❝❤✐♠ ❇✉❧❞t✱ ❋❛♥①✐♥
❍✉❡✱ ▼❛t❤✐❛s ▲❡♥s❦✐✱ ❈❡❧s♦ ❏♦❛♦ ✉♥❞ ❍❛rt♠✉t ▲✐❡❜❡tr❛✉ ❢ür ❞✐❡ ❛♥❣❡♥❡❤♠❡ ▲❛❜♦r❛r✲
❜❡✐t ✉♥❞ ❍✐❧❢❡ ❜❡✐ ▼❡ss✉♥❣❡♥✱
❼ ❘❡✐♥❤❛r❞ ❙❡✐❢❡rt ✉♥❞ ❉✐❡t❤❛r❞ ❑❧ö♣❢❡❧ ❢ür ❞✐❡ ❦♦♠♣❡t❡♥t❡ ❇❡r❛t✉♥❣ ✉♥❞ ③ü❣✐❣❡ ❍✐❧❢❡
✐♥ t❡❝❤♥✐s❝❤❡♥ ❇❡❧❛♥❣❡♥✱
❼ ❉r✳ ❆♥❞r❡❛s ❍❡rr♠❛♥♥ ✈♦♠ ❖tt♦✲❙❝❤♦tt✲■♥st✐t✉t ❢ür ●❧❛s❝❤❡♠✐❡ ❢ür ❞✐❡ ❍✐❧❢❡ ❜❡✐ ❞❡r
❙✉❝❤❡ ♥❛❝❤ ❱❡r✉♥r❡✐♥✐❣✉♥❣❡♥✱
❼ ❉❡r ❣❡s❛♠t❡♥ P❖▲❆❘■❙✲❆r❜❡✐ts❣r✉♣♣❡ ❢ür ❞✐❡ s❝❤ö♥❡ ❆r❜❡✐ts❛t♠♦s♣❤är❡ ✉♥❞ ✈✐❡❧❡
✐♥t❡r❡ss❛♥t❡ ❉✐s❦✉ss✐♦♥❡♥✱
❼ ❇❡r♥❤❛r❞ ❑❧✉♠❜✐❡s ✉♥❞ ❘❛✐♥❡r ❇❛r❦ st❡❧❧✈❡rtr❡t❡♥❞ ❢ür ❛❧❧❡ ▼✐t❛r❜❡✐t❡r ❞❡r t❡❝❤♥✐✲
s❝❤❡♥ ❲❡r❦stätt❡♥ ❢ür ✐❤r❡ ❊①♣❡rt✐s❡✱ s♦✇✐❡ ♣rä③✐s❡ ❋❡rt✐❣✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❣r♦ß❡ ❍✐❧❢s❜❡✲
r❡✐ts❝❤❛❢t ❜❡✐ ❞❡r ❍❡rst❡❧❧✉♥❣ ✇✐❝❤t✐❣❡r ❑♦♠♣♦♥❡♥t❡♥✱
❼ ▼❡✐♥❡♥ ❊❧t❡r♥ ❲❛❧tr❛✉❞ ✉♥❞ ▲✉t③ ❑❛❤❧❡ ❢ür ❞✐❡ ❧❡❜❡♥s❧❛♥❣❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ✉♥❞ ❊r✲
♠✉♥t❡r✉♥❣ ③✉r ❲✐ss❡♥s❝❤❛❢t✱
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❞✐❡ ❣r♦ß❡ ❯♥t❡rstüt③✉♥❣ ♠❡✐♥❡r ❆r❜❡✐t s♦✇✐❡ ❞✐❡ ❋r❡✉❞❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❙✐♥♥✱ ❞❡♥ s✐❡ ✐♥ ♠❡✐♥
▲❡❜❡♥ ❜r✐♥❣❡♥✳
✾✽
